1
Bewegung von Himmelskorpern

Bereits vor mehreren tausend Jahren erkannten Beobachter, dass sich die Him-
melskorper in zwei Gruppen einteilen lassen, solche, die sich relativ zueinander
nicht bewegen, die so genannten Fixsterne, und solche, die ihre relativen Posi-
tionen am Himmel verindern und die heute als Mitglieder des Sonnensystems
zusammengefasst werden kénnen. Ein wirkliches Verstindnis jenseits abstrakter
Beschreibungen wurde erst erdffnet, als I. Newton die Gravitationskraft als eine
Grundkraft der Natur erkannte. In diesem ersten Kapitel befassen wir uns mit
den Werkzeugen, mit denen Astronomen die Bewegungen von Himmelskorpern
beschreiben. Zunichst besprechen wir die Grundlagen der Bewegung unter der
Einwirkung der Gravitation.

1.1
Gravitation

Die Anziehungskraft Fg, die zwei im Abstand r voneinander befindliche Massen
my und m, aufeinander ausiiben, wird durch das Newtonsche Gravitationsgesetz
gegeben

miq - m;

Fo=G-—5— (1.1)
mit G als einer universellen Konstante, der so genannten Gravitationskonstante.
Gravitation ist also eine Wechselwirkung von Massen. In der Astronomie kénnen
die Himmelskorper meistens als punktférmig angenommen werden, die Massen-
verteilung im Innern der Himmelskorper kann also vernachlissigt werden (in Ab-
schn. 1.2.5 gehen wir darauf ein, wann diese Approximation nicht mehr gemacht
werden kann). Die Gravitationskraft ist ein Vektor, der immer in Richtung des Mas-
senpunkts zeigt, der die Kraft ausiibt, d. h. sie ist eine anziehende Kraft. Sie fillt
mit zunehmender Entfernung nur langsam ab, o r~2, reicht also ,bis ins Un-
endliche®.

Diese Eigenschaften der Gravitation haben bedeutende Konsequenzen. Zum
einen kann es kein absolut in Ruhe befindliches Bezugssystem geben, denn so-
bald man zwei Massen hat, werden sie zueinander beschleunigt. Ein Gebilde kann
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nur stabil sein, wenn es durch eine entgegengerichtete Kraft vor dem Kollaps behti-
tet wird. Zum anderen addieren sich Gravitationskrifte immer (vektoriell). Damit
ist die Gravitation tiber die fiir die Astronomie typischen groflen Entfernungen
die alles beherrschende Grofe. Das liegt an der duflerst begrenzten Reichweite
der anderen Krifte sowie an der Tatsache, dass elektromagnetische Krifte nur zwi-
schen geladenen Kérpern wirken. Auf astronomischen Dimensionen ist jedoch
alle Materie elektrisch neutral und unterliegt damit nur der Gravitation.

Seit Einsteins Relativititstheorie wissen wir, dass die Newtonsche Formulie-
rung des Gravitationsgesetzes, die eine Beschreibung in einem dreidimensionalen
kartesischen (euklidischen) Raum beinhaltet, nur im Grenzfall kleiner Geschwin-
digkeiten und schwacher Gravitationsfelder giiltig ist. Allerdings sind die Abwei-
chungen in den meisten Fillen so geringfiigig, dass das Newtonsche Kraftgesetz
weiterhin als sehr gute Niherung und als Grundlage der Mechanik von Himmels-
kérpern dienen kann.

1.2
Das Zweikorperproblem

Im einfachsten Fall lasst sich das Problem der Bewegung von Himmelskorpern
im Gravitationsfeld reduzieren auf eine Wechselwirkung zwischen zwei Kérpern,
z.B. der Sonne und einem Planeten. Durch die Kraft, mit der die Sonne (Mas-
se m1) einen anderen Korper des Sonnensystems (Masse m;) anzieht, wird die-
ser dauernd aus seiner momentanen Bewegungsrichtung abgelenkt, ein wenig in
Richtung zur Sonne hin beschleunigt, und so auf eine Bahn um die Sonne ge-
zwungen. Die oben geforderte Gegenkraft wird allein durch die Fliehkraft bewirkt.
Diese Bahnbewegung ist besonders einfach; die Beschreibung wird Zweikérperpro-
blem genannt. In dieser Niherung wird also die Anziehungskraft zusitzlicher Kor-
per, z. B. eines anderen Planeten, vernachlissigt. Wir gehen spiter in Abschn. 1.3
noch kurz darauf ein, wie kleine Abweichungen vom reinen Zweikorperproblem
als ,Storungen” angenihert beriicksichtigt werden kénnen.

1.2.1
Keplersche Gesetze

In der klassischen Mechanik wird gezeigt, wie mit Gl. (1.1) eine Bewegungsglei-
chung aufgestellt und integriert werden kann, woraus sich die drei Keplerschen
Gesetze ergeben, die die Bahnform und die Bewegung in der Bahn beschreiben.
Sie wurden urspriinglich von Kepler in etwas vereinfachter Form allein aus der be-
obachteten Bewegung der Planeten, ohne Kenntnis des zugrunde liegenden Kraft-
gesetzes, abgeleitet.

Das 1. Keplersche Gesetz beschreibt die Bahnform: Die Korper bewegen sich auf
Ellipsen um die Sonne, die in einem der Brennpunkte steht.

Eigentlich sind in einem solchen Gravitationsfeld alle Kegelschnitte als Bahnfor-
men zugelassen. Fiir den wichtigsten Fall der gravitativen Bindung an ein Zentral-
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objekt, z. B. an die Sonne oder einen anderen Stern, kénnen wir uns aber auf El-
lipsenbahnen beschrinken, da Parabel- und Hyperbelbahnen ins Unendliche fiih-
ren. Form und Grofe einer Ellipse konnen wahlweise durch zwei der folgenden
Parameter beschrieben werden (s. Abb. 1.1): GroRe Halbachse a, kleine Halbachse
b = a./(1— €?), Abstand Brennpunkt — Mittelpunkt fund Exzentrizitit e = f/a.
Fir e = 0 entartet die Ellipse zu einem Kreis; wachsendes e (< 1) fithrt zu immer
stirker abgeflachten Ellipsen. Die beiden Scheitelpunkte der Ellipse, also die Punk-
te mit der kleinsten bzw. groften Entfernung zum Zentralobjekt, haben spezielle
Namen, die allerdings mit der Natur des Zentralobjekts variieren. Fiir Objekte im
Sonnensystem heif3t der sonnennichste Punkt der Bahn Perihel, der sonnenferns-
te Aphel. Im Falle einer Umlaufbahn um die Erde sind die entsprechenden Aus-
driicke Perigigum und Apogium, und fiir andere Sterne Periastron und Apastron.
Die Verbindungslinie zwischen den beiden Scheitelpunkten heifst Apsidenlinie.

Fur die absolute riumliche Bewegung (statt der hier beschriebenen Relativbewe-
gung) erhilt man ein ganz entsprechendes Ergebnis, nimlich dass beide Korper
sich auf dhnlichen Ellipsen (gleiches e¢) um den gemeinsamen Schwerpunkt be-
wegen. Dieser Schwerpunkt liegt auf der Verbindungslinie beider Massen, um die
Strecke r - my/(m1 + m;) von m4 entfernt.

Das 2. Keplersche Gesetz beschreibt die Geschwindigkeit, mit der verschiedene
Teile der Bahn durchlaufen werden. Es wird auch Flichensatz genannt und lau-
tet: Der von der Sonne zum umlaufenden Himmelskorper gezogene Radiusvektor iiber-
streicht in gleichen Zeiten gleiche Flichen. Diese Aussage ist der Ausdruck der Erhal-
tung des Bahndrehimpulses. Aus dem Flichensatz folgt, dass in jeweils gleichen
Zeitraumen nahe beim Perihel (kleinster Radiusvektor) ein relativ grofles Bahn-
stiick zurtickgelegt wird, nahe beim Aphel (grofter Radiusvektor) dagegen ein re-
lativ kurzes Bahnstiick (s. Abb. 1.1). Demzufolge ist die Bahngeschwindigkeit im
Perihel am grofiten, im Aphel am kleinsten.

3

Abb. 1.1 Bestimmungsgréfien einer Ellipse mit Brennpunkt F.
Die schraffierten, gleich groflen Flichen erldutern das 2. Kepler-
sche Gesetz. a und b bezeichnen die grofe und kleine Halb-
achse, f den Abstand eines Brennpunktes vom Mittelpunkt

und A und P das Aphel bzw. das Perihel.
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Das 3. Keplersche Gesetz verkniipft Umlaufzeit U und grofle Halbachse a der
Bahn. Das Quadrat der Umlaufzeit wichst proportional zur dritten Potenz der grofen
Halbachse und umgekehrt proportional zur Massensumme:

5 4%’
V= (1.2)
G(mq + my)

Im Sonnensystem kann man in guter Niherung die Massensumme durch die
Sonnenmasse m; ersetzen, da fiir alle anderen Korper m; <« m; gilt. Dann ergibt
sich die urspriingliche, vereinfachte Aussage, dass U?  a? ist. Natiirlich ist die-
se Vereinfachung unzulissig, wenn dieses Gesetz auf vergleichbar grofle Massen,
z. B. bei Doppelsternen, angewendet wird.

Im Folgenden skizzieren wir eine kurze Ableitung der Keplerschen Gesetze. Wir
gehen von den Bewegungsgleichungen fiir die beiden Massen m; und m, aus, die
sich bei den Ortsvektoren rq und r, befinden (s. Abb. 1.2), einen Verbindungsvek-
tor r = r, — ry haben und die sich gemafl Gl. (1.1) anziehen:

. mq . my
r2=—G7r, r1=G7r, (13)

wobei wir jetzt das Gravitationsgesetz in seiner vektoriellen Formulierung verwen-
den. Subtraktion beider Gleichungen ergibt fiir die Relativbewegung die Bewe-
gungsgleichung

(mq + my) .

F=-G
3

(1.4)

Multipliziert man diese Gleichung vektoriell mit r, so ergibt sich (¥ x r) = 0.
Hier steht links die zeitliche Ableitung eines Vektorprodukts, das wir N = (#xr)
nennen. Man kann namlich schreiben

. d . d
(rxr):a(rxr)=EN=O. (1.5)

Daraus folgt N = const., also die Aussage des Drehimpulssatzes, da N bis auf
den Faktor m, den Drehimpuls von m, beziiglich m; darstellt.

my r mo

T1 T2

my

Abb. 1.2 Links: Bezeichungen der GréRen fir die Bewegungs-
gleichung im Zweikorperproblem. Rechts: Vektoren beim
Flachensatz.
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In Abb. 1.2 ist das Flichenelement d F skizziert, das der Vektor r in der Zeit dt,
in der er sich um dr dndert, iiberstreicht. Dieses Flichenelement ist

dF = — - r xdr

dr
P — . gi 1.6
r & sin a dt (1.6)

- Ndt

N =N = N =

Da N konstant ist, hat man dF/dt = const., also das 2. Keplersche Gesetz.

Um die Bahnform zu erhalten, multipliziert man Gl. (1.4) vektoriell mit N =
(# x r) und rechnet das doppelte Vektorprodukt auf der rechten Seite aus. Wenn
man mit 7 die Anderung des Betrages (nicht den Betrag der Anderung des Vek-
tors!) bezeichnet, so ergibt sich

mi+ my

(Nx#)=-G- 3

. ¥ P
(kX 1) x 1] = —G(my + my)- (—;+ ﬁr) .

Hier ist die Klammer auf der rechten Seite offensichtlich gleich der zeitlichen
Ableitung von —r/r, so dass sich diese Gleichung sofort iiber die Zeit integrieren
lasst, da der Vektor N auf der linken Seite konstant ist; mit C als Integrationskon-
stante wird so

(Nx#) = Glmi +my)- T +C.

Diese Gleichung wird skalar mit r multipliziert, woraus sich links
(Nx#-r=N-(fxr)=N?,

also insgesamt
N*=G(mi+my)r+ C-r=G-(my +my)r+ Crcosv

ergibt, wobei v der Winkel zwischen C und r ist. Diese Gleichung kann nach r
aufgelost werden. Die entstehende Gleichung stellt die Polargleichung eines Ke-
gelschnittes dar, nimlich
N? C
r=—2Ff , mit p=——— und e= ——
1+ ecosv G(mi + my) G(mq + my)
(1.7)

(1. Keplersches Gesetz).

Multipliziert man die (konstante) Flichengeschwindigkeit N/2 (Gl. 1.6) mit der
Umlaufzeit U, so muss sich offenbar die Fliche der Ellipse ergeben,

N 2/
?~U=7rab=na (1-—¢€?).
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Hieraus ergibt sich durch Quadrieren und Ersetzen von e sofort das 3. Keplersche
Gesetz (Gl. 1.2), wenn man sich zur Elimination von e die doppelte grofle Halb-
achse a aus Gl. (1.7) ausrechnet

p

20 =1,= Tymg =2 —— .
v0+vn 1—62

Fiir Kreisbahnen und kreisihnliche Ellipsen mit e < 1 folgt hieraus tibrigens

NZ
an —— (1.8)
G(m1 =+ mz)

was besagt, dass der Drehimpuls | o a'/? wichst und die Kreisbahngeschwindig-
keit vg o« a~1/2 abnimmt, da ] o N und ] « a .

1.2.2
Bahnbestimmung

Eine Ellipse im Raum wird durch funf Parameter festgelegt: den beiden Halbach-
sen, dem Neigungswinkel gegen die Bezugsebene (im Sonnensystem normaler-
weise die Ekliptik) und der Lage der DurchstoRungspunkte der Ellipse durch diese
Ebene, den so genannten Knoten. Zusitzlich wird die zeitabhingige Position des
Korpers (Planet, Komet etc.) auf der Ellipse benétigt, die tiblicherweise angegeben
wird als der Zeitpunkt des Durchgangs durch den dem Zentralobjekt nichsten
Punkt (im Sonnensystem: das Perihel). Die Bahn eines Himmelskorpers ist somit
durch Angabe dieser sechs Bahnelemente vollstindig charakterisiert; kennt man ih-
re Zahlenwerte, lisst sich die Position des Planeten im Raum zu jedem beliebigen
Zeitpunkt berechnen.

Zur Bestimmung der sechs Bahnelemente eines Himmelskorpers auf einer Kep-
lerbahn benétigt man offensichtlich wenigstens sechs unabhingige Einzelmes-
sungen, die die Bahn erfassen, sowie die Zeitpunkte der Messungen. Kann man
beispielsweise sowohl den Ort r und die Geschwindigkeit v = # eines Himmels-
kérpers in jeweils allen drei vektoriellen Komponenten zum Zeitpunkt t messen, so
ist die Bahn bereits vollstindig festgelegt. Statt der Geschwindigkeiten kann man
auch zwei zu verschiedenen Zeiten gemessene Positionen r(t), r(t;) verwenden.

Die astronomische Beobachtung von der Erde liefert jedoch zunichst nur Rich-
tungen, d.h. Polarkoordinaten, ohne die zur Festlegung der Position im Raum
erforderlichen Entfernungen (s. Abschn. 1.5). In diesem Fall ben6tigt man min-
destens drei unabhingige Messungen, was je Messung zwei Richtungswinkel lie-
fert, also wiederum sechs Bestimmungsstiicke. Allerdings hingt dann die Bahn im
Raum noch von einer linearen Skalierung ab, die z. B. tiber eine Bestimmung der
GrofRe der Erdbahn erhalten werden kann (die so genannte Astronomische Einheit,
s. Abschn. 4.1).

Der mathematische Apparat zur Bahnbestimmung ist recht aufwendig, u. a. we-
gen der zahlreichen erforderlichen Koordinatentransformationen. Es gibt jedoch
inzwischen eine Vielzahl von Computerprogrammen, die diese Aufgabe erledigen.
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Das umgekehrte Problem der Vorhersage beobachtbarer Positionen aus bekann-
ten Bahnen heifdt Ephemeridenrechnung (aus dem Griechischen ,ephemeros — fiir
einen Tag*; eine Ephemeride ist eine Tabelle mit berechneten Positionen eines
Himmelskérpers). Dieser Vorgang ist einfacher als die Bahnbestimmung und ba-
siert letztendlich auf der Anwendung der Bahngleichung (1.7) sowie des 2. Kepler-
schen Gesetzes, gefolgt von einigen Koordinatentransformationen. Auch hierfur
gibt es etliche Computerprogramme.

1.2.3
Kreisbahnen

Sehr hiufig lassen sich Bahnen von Himmelskérpern recht gut als Kreisbahnen
approximieren, also als Ellipsen mit a ~ b. Beispielsweise ist fiir die Erdbahn um
die Sonne ¢ = 0.017 (s. Abschn. 4.2.2), a und b unterscheiden sich also nur um
0.015%. Selbst bei der Merkurbahn, die mit e >~ 0.2 (s. Tabelle 4.2) die grofite
Exzentrizitit der Planeten des Sonnensystems aufweist, betrdgt der Unterschied
zwischen a und b gerade einmal 2%, was mit dem blofen Auge kaum von einer
Kreisbahn zu unterscheiden sein diirfte.

Die Beschreibung einer Bahn als Kreisbewegung hat rechentechnisch ungeheu-
re Vorteile. Insbesondere wird das 2. Keplersche Gesetz zu einer trivialen Aussage,
da die Geschwindigkeit auf einer Kreisbahn konstant ist. Diese Kreishahngeschwin-
digkeit vg erhalten wir aus der Gleichsetzung von Gravitations- und Zentrifugalbe-
schleunigung im Abstand a von der Zentralmasse M,

cM = V—I% (1.9)
a? a’ ’
was direkt auf
GM
== (1.10)

fithrt. Natiirlich ist dies nichts anderes als das 3. Keplersche Gesetz fiir den Spe-
zialfall einer Kreisbahn, wie man sich durch Ersetzen von vx = 2xa/ U sofort
uiberzeugen kann.

1.2.4
Entweichgeschwindigkeit

Um das Gravitationsfeld verlassen zu konnen, muss die kinetische Energie eines
Kérpers 1/2 mv? mindestens gleich der potentiellen Energie G Mm/a im Start-
punkt mit dem Abstand a vom Zentrum sein. Durch Gleichsetzen beider Energien
erhilt man die fiir das Entweichen erforderliche Grenzgeschwindigkeit

2GM
Ve = . =v2- . (1.11)

Sie wird auch parabolische Geschwindigkeit genannt, da sie die Geschwindig-
keit fiir eine Bewegung auf einer Parabel beschreibt, die ja als Grenzfall zwischen
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Ellipsen und Hyperbeln gerade schon ins Unendliche fiihrt. Dieser Sachverhalt
kann verallgemeinert und umgekehrt werden. Ein Korper, der ohne nennenswerte
kinetische Energie von sehr weit kommend in ein Gravitationspotential hineinfillt,
hat in jeder Entfernung r ungefihr die Entweichgeschwindigkeit. Oder: im Zwei-
kérperproblem verlisst ein Testkérper, der aus dem ,Unendlichen“ kommt, das
System wieder.

1.2.5
Gezeitenkrifte

Sind zwei Korper so eng benachbart, dass ihre Radien nicht mehr vernachlissigbar
gegeniiber ihrem Abstand sind, so hat die gegenseitige Anziehungskraft auch ei-
ne Wirkung auf die Form der Korper und kann im Extremfall zu ihrer Zerstérung
fiihren. Aufgrund der r—2-Abstandsabhingigkeit wirken die Anziehungskrifte auf
die nahe und die ferne Seite eines Korper unterschiedlich stark. Zur besseren Ab-
schitzung der Gréenordnung des Effekts betrachten wir zwei punktformige Mas-
senelemente der Masse dm, die sich im Abstand 2R voneinander und im Abstand
d zu einer grofleren (Punkt-)Masse M befinden (s. Abb. 1.3).

Die zwei Massenelemente konnten z. B. zwei Punkte auf Vorder- und Riickseite
eines Planeten oder Mondes darstellen, aber auch zwei Sterne in einer Zwerggala-
xie, die sich in der Nihe einer groflen Galaxie befindet. Die durch M auf die beiden
Massenelemente ausgetibte Anziehungskraft unterscheidet sich um den Betrag

GMdm GMdm Mdm( 1 1 )
( .

Afe = (d—R?2 (d+R? ¢ =z 1-R/d)2  (1+ R/d)?
(1.12)

Fir R/d < 1 koénnen wir diesen Ausdruck durch eine Reihenentwicklung verein-
fachen,

AFG%GMdim (1+2§—(1—2§)):4GMdm%. (1.13)
Mit dieser Kraft werden die beiden Massenelemente auseinandergezogen. Der Be-
trag der Kraft hingt in dieser Ndherung von der dritten Potenz des Abstands d
ab, A F¢ wird also relevant vor allem bei kleinen Abstinden d. Sind die beiden
Massenpunkte Teile eines grofieren Kérpers, dann wird dieser in Richtung der
Verbindungslinie der beiden Kérper verformt. Fiir das Erde-Mond-System ergibt
sich so das Phinomen der Gezeiten auf der Erdoberfiche, insbesondere in Verbin-
dung mit der Erdrotation (s. Abschn. 4.3.1). Man spricht hiufig ganz generell von
Gezeitenkriften, wenn Gln. (1.12) bzw. (1.13) anwendbar sind.

R |
*——eo @)
dm_~ dm

M

Abb. 1.3 Bezeichungen zur Ableitung der Gezeitenkrifte.
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Gezeitenkrifte sind von grofRer Bedeutung in der Astrophysik. So legen sie fest,
bis zu welchem Abstand ein Mond in der Nihe zu einem Planeten iiberhaupt
existieren kann (s. Abschn. 4.5). Zwei Sterne in einem engen Doppelsternsystem
verformen sich gegenseitig durch Gezeitenkrifte in ganz charakteristischer Wei-
se (s. Abschn. 8.6). Auch fiir die Entwicklung von Galaxien spielen Gezeitenkrifte
eine erhebliche Rolle (s. Abschn. 12.6.4).

1.3
Mehr- und Vielteilchensysteme

Die Behandlung der Bewegung im Gravitationsfeld wird schwierig, sobald man
das Konzept des reinen Zweikorperproblems aufgibt. Das liegt daran, dass sich mit
der Bewegung der Korper auch das Gravitationsfeld verdndert. Fiir ein Zweikérper-
system gilt noch, dass relativ zum Schwerpunkt des Systems das Gravitationsfeld
als vorgegeben betrachtet werden kann, aber fiir mehr als zwei unabhingige Mas-
senpunkte ist dies im Allgemeinen nicht mehr moglich. Bereits beim Dreikérper-
problem konnen Riickkopplungen eintreten, die zu chaotischem, nicht langfristig
vorhersagbarem Verhalten fithren. Daher gibt es fiir Systeme mit mehr als zwei
Teilchen keine allgemeinen analytischen Losungen der Bewegungsgleichungen.
Fiir ein n-Teilchensystem gibt es n solcher Gleichungen,
S Gmi(ri—r;
rzzhj(_—‘rjpf) i=1,..,n. (1.14)
J#F

Dieses System gekoppelter Differentialgleichungen lisst sich — nach Spezifikati-
on der Anfangsbedingungen — nur durch numerische Integration niherungsweise
l6sen. Fir einige Spezialfille gibt es allerdings analytische, stabile Losungen, von
denen wir im Folgenden zwei besonders einfache, fiir die Astrophysik aber bedeu-
tende Fille diskutieren.

1.3.1
Reduziertes Dreikérperproblem

Eine besonderes einfache Situation ergibt sich, wenn in einem System mit drei
Punktmassen eine davon so klein ist, m; <« mq, m,, dass das Gravitationsfeld
von der Position dieses ,Probeteilchens“ unabhingig ist. Wenn r; — rq, r3 — r, die
Ortsvektoren des Teilchens bezogen auf die Massen 1 und 2 bezeichnen, dann ist
die Schwerkraft auf das Teilchen

r3—n r3—n
[r3 — o |13 — "2|3)

FG =-G ms (ml (115)

In einem stabilen Gleichgewicht werden sich die Kérper 1 und 2 auf Keplerbah-
nen um den gemeinsamen Schwerpunkt befinden. Wir nehmen der Einfachheit
halber an, dass es sich dabei um Kreisbahnen handelt, deren Umlaufgeschwindig-
keit durch eine Kreisfrequenz w beschrieben wird. Betrachten wir nun ein mit

9
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o mitrotierendes Koordinatensystem, dessen Ursprung im Schwerpunkt des Sys-
tems liegt. In diesem Bezugssystem sind die Ortsvektoren der Massen 1 und 2 in-
variant, das Gravitationsfeld ist also eine reine Funktion des Orts und hingt nicht
mehr von der Zeit ab. Allerdings muss zusitzlich zur Gravitation noch die Zentri-
fugalbeschleunigung aufgrund der Rotation des Systems beriicksichtigt werden.
Zur Suche nach stabilen Bahnen fiir das Probeteilchen ist es niitzlich, den Ver-
lauf des ,effektiven Potentials“
G mi G my 1 22

— — - -ws, (1.16)
[r3s—r| [r3—r| 2

Do =

zu betrachten, wobei s der Abstand des Probeteilchens von der Rotationsachse
(nicht vom Schwerpunkt!) ist. In Abb. 1.4 ist ein Beispiel fiir den Verlauf dieses
Potentials als ,Hohenlinienkarte“ gezeigt.

Stabile Bahnen des Testteilchens ergeben sich insbesondere dort, wo das effek-
tive Potential ein lokales Minimum oder Maximum hat, denn dort verschwindet
der Gradient und das Teilchen ist (im rotierenden System) kriftefrei. Die Abb. 1.4
zeigt, dass es fiinf solcher Punkte gibt, die so genannten Lagrange-Punkte, die tibli-
cherweise mit dem Buchstaben L und einem Zahlenindex bezeichnet werden.

Abb. 1.4 Effektives Potential in einem System zweier um

den gemeinsamen Schwerpunkt rotierenden Massen, mit

my = 2m,. Die schwarzen Punkte markieren die Lagrange-
Punkte. Der Schwerpunkt des Systems liegt im Schnittpunkt der
gestrichelten Linien.
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Diese Zusammenhinge sind von grofler Bedeutung fiir viele in der Astrophy-
sik betrachtete Systeme und wir werden diese Uberlegungen an mehreren Stellen
wieder aufgreifen. Beispielsweise sind die Lagrange-Punkte L; und L, des Systems
Erde-Sonne besonders attraktive Orte fir die Positionierung von Satellitenobser-
vatorien (s. Abschn. 3.4.3 und 4.2.3). Im System Jupiter-Sonne halten sich in den
Punkten Ls und Ls ganze Gruppen von Asteroiden auf, die so genannten Troja-
ner. Und in engen Doppelsternsystemen kann es dazu kommen, dass Materie
von einem Stern zum anderen durch den inneren Lagrange-Punkt L, tiberflief3t
(s. Abschn. 8.6).

13.2
Storungsrechung

Streng genommen ist das reine Zweikérperproblem natiirlich eine véllig unrea-
listische Idealisierung; bereits das Sonnensystem besteht aus vielen Planeten, die
sich alle irgendwie gegenseitig beeinflussen. Allerdings ist z. B. die Auswirkung
des Jupiter auf die Bahnen der inneren Planeten gering, wenn auch nicht vollig
vernachlissigbar. Fiir solche Fille gibt es in der Physik den Ansatz der Stérungs-
rechnung, wobei dann angenommen wird, dass die Lésung durch eine Uberlage-
rung der Losung des idealisierten Zweikérperproblems mit einem Korrekturterm
konstruiert werden kann.

Eine mdogliche Vorgehensweise besteht in einer Reihenentwicklung des Poten-
tials; zu dem einfachen Zentralmassenpotential addiert man Terme hoherer Ord-
nung, die die Stérungen reprisentieren sollen. In seiner einfachsten Form wire

GM B
Pr)=———+—+... (1.17)

mit dem zu ermittelnden ,Stérterm” B. Fiir das Sonnensystem bedeutet dieser
Ansatz anschaulich, dass die Wirkung der dufleren Planeten ersetzt wird durch
die Gravitation eines gedachten dufleren Masserings. Auch fiir dieses Kraftgesetz
gibt es eine analytische Losung, die wir hier allerdings nicht ausfithren kénnen.
Die resultierende Bahngleichung lautet

a(l—é?) .
)= ——"— mit a=+1—B, (1.18)
1+ e cos(a@)

was gegeniiber der bekannten Form aus Gl. (1.7) nur durch den Vorfaktor a un-
terschieden ist. Wenn B = 0, so ist @ = 1 und die Bahn ist eine Kepler-Ellipse.
Fiir B # 0 allerdings sind die Bahnen keine geschlossenen Ellipsen mehr, sondern
offene Rosettenbahnen. Fiir sehr kleine B (¢ ~ 1) gilt, dass die Lésungen nahe-
zu Ellipsenbahnen sind, deren Apsidenlinie sich allerdings im Laufe der Zeit um
einen kleinen Winkel weiterdreht. Historisch bedeutend ist die Periheldrehung des
Merkur, die im 19. Jahrhundert entdeckt wurde und etwa 5.7” im Jahr betrigt (das
entspricht einer 360°-Drehung der Apsidenlinie in 227 000 Jahren). Beriicksichtigt
man die Stérungen der Merkurbahn durch Erde, Venus und Jupiter, so kommt
man jedoch nur auf den etwas kleineren Wert von 5.3” pro Jahr. Die Diskrepanz

1



12

1 Bewegung von Himmelskorpern

konnte lange nicht erklirt werden und fithrte u.a. sogar dazu, dass die Existenz
eines noch unbekannten massereichen Planeten im Sonnensystem postuliert wur-
de. Erst als Einstein zeigen konnte, dass aus der allgemeinen Relativititstheorie
eine zusitzliche Drehung der Apsidenlinie des Merkur von genau den fehlenden
0.4” pro Jahr folgt, war der Widerspruch aufgelést.

133
Energieerhaltung und Virialsatz

Systeme mit sehr vielen Teilchen, die gemeinsam fiir das resultierende Gravitati-
onsfeld verantwortlich sind, lassen sich im Allgemeinen auch nicht mehr nihe-
rungsweise durch das Kepler-Modell erfassen. Es kénnen aber oft gewisse statisti-
sche Aussagen gemacht werden, die zwar nicht das Verhalten einzelner Teilchen
genau beschreiben, wohl aber das mittlere Verhalten des Ensembles von Teilchen.

Betrachten wir ein Ensemble von n Teilchen mit Massen m;. Die kinetische Ge-
samtenergie des Ensembles ist

n
1 2
Eyin = 5 Mivi, (1.19)
i=1
wobei die Richtungen der einzelnen Geschwindigkeiten sehr unterschiedlich sein
koénnen. Wenn ausschliellich Gravitationskrifte auf die Teilchen wirken, ist die
potentielle Energie des ganzen Systems

n n n

Bpi= Y mid(r) =33 % . (1.20)
i=1 i=1j<i ' J

Jeder Korper, der im Gravitationsfeld eine Kraft erfihrt und somit beschleunigt
wird, gewinnt an kinetischer Energie in genau dem Mafle, indem er an potentieller
Energie verliert, da die geleistete Arbeit [ F - dr unabhiingig von der tatsichlichen
Bahn ist. Andererseits kann Energie auch — etwa durch einen Stofl — von einem
Teilchen auf ein anderes iibertragen werden, wobei grundsitzlich der Satz von der

Erhaltung der Gesamtenergie gilt,
Eges = Eiin + Epor = const. (1.21)

In dieser Formulierung des Energieerhaltungssatzes steckt natiirlich noch die An-
nahme, dass dem System nicht auf andere Weise Energie entzogen werden kann.
Viele astrophysikalische Gebilde verlieren aber Energie insbesondere durch Ab-
strahlung und sind daher keine abgeschlossenen Systeme. Es gilt dann nur noch
ein modifizierter Erhaltungssatz, der explizit die Energieverluste mit einbezieht.

Eine fundamentale Aussage tiber Vielteilchensysteme ist der Virialsatz. Er be-
sagt, dass sich die Gesamtenergie nicht beliebig iiber kinetische und potentiel-
le Energie verteilt, solange sich das System im Gleichgewicht befindet. Vielmehr
strebt das System im zeitlichen Mittel zu einem festen Verhiltnis,

1
Eiin = =5 Epor = — Eges - (1.22)



1.3 Mehr- und Vielteilchensysteme

Zum Beweis des Virialsatzes betrachten wir die zeitliche Ableitung der Grofle
V =) r;-p; (des so genannten ,Virials“) fiir ein System von n Teilchen:

dv  d <

ar dtz hmy ’l+Z—P1 P

i=1
Auf der rechten Seite kénnen wir ersetzen F = dp/dt (Kraft ist gleich Impulsén-
derung) und Ey;, = mv?/2 = p?/2m, also

v
T D Firi+2Fn. (1.23)
i=1

Das langzeitliche Mittel des Virials V erhalten wir durch Integration iiber ¢,

M, oo / —dt =1im, 00 E V() — V(O)}] =0. (1.24)
=0
Wir machen jetzt Gebrauch von der Tatsache, dass sich die Kraft im Gravitations-
feld vektoriell aus den Anziehungskriften F;; der einzelnen Massenpunkte aufein-
ander zusammensetzen lisst. Der erste Term auf der rechten Seite von Gl. (1.23)
lisst sich dann schreiben

n n n
ZFi-ri=ZZFij-ri

i=1 i=1j7i
n n n n n
=2 X F =X Fyeri | =3 Fyeri—ry),
i=1\ j<i j>i i=1i<j
wobei wir von der Symmetrie des Newtonschen Kraftgesetzes (Fij = —Fj;)

Gebrauch gemacht haben. Das Skalarprodukt F;; - (r; — rj) ist aber einfach
Gmym;/rij, also die potentielle Energie von my beziiglich m,. Die Aufsummie-
rung ergibt gerade die potentielle Gesamtenergie (vgl. Gl. 1.20), also

n
D Fiori=Fpy. (1.25)
i=1
Durch Einsetzen dieser Beziehung sowie dV/dt = 0 (s. Gl. 1.24) in Gl. (1.23) er-
halten wir sofort Gl. (1.22), den Virialsatz. Er gilt, das sei noch einmal betont, nicht
fiir jedes mechanische System, sondern streng genommen nur im Langzeitmittel
fiir Systeme, die einen Gleichgewichtszustand erreicht haben.

Diese Annahme ist allerdings fiir eine Vielzahl astrophysikalischer Systeme in
recht guter Niherung erfiillt. Beispielsweise beschreibt der Virialsatz fiir Sterne
einen Zusammenhang zwischen der potentiellen Energie eines Sterns und seiner
mittleren Temperatur (s. Abschn. 7.1.2). In Galaxienhaufen kann man tiber den
Virialsatz aus den gemessenen Geschwindigkeiten der einzelnen Galaxien eine
Abschitzung der Gesamtmasse des Haufens erhalten (s. Abschn. 13.4). Im Ein-
zelfall muss jedoch immer wieder tiberpriift werden, ob die Voraussetzungen fur
die Anwendbarkeit des Virialsatzes erfiillt sind.
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1.4
Zur allgemeinen Relativitatstheorie

Im Rahmen der klassischen Physik sind Raum und Zeit grundverschiedene Ka-
tegorien in der Beschreibung der Natur. Insbesondere ist die Zeit etwas Absolu-
tes; die Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse ist unabhingig vom Betrachter zu kon-
statieren. Dagegen stellte die 1905 von A. Einstein erstmals formulierte ,speziel-
le Relativititstheorie“ ein Konzept zur Verkniipfung von Raum und Zeit dar, das
im Wesentlichen auf zwei Postulaten begriindet war: Erstens, die Annahme der
Gleichwertigkeit aller ,Inertialsysteme®, d.h. unbeschleunigt gegeneinander be-
wegter Koordinatensysteme, und zweitens, die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit
unabhingig vom System des Betrachters.

Mit seiner ,allgemeinen Relativititstheorie“ von 1916 verallgemeinerte Einstein
seinen Ansatz auf solche Vorginge, die sich in beschleunigten Bezugssystemen
und in Gravitationsfeldern abspielen. Die spezielle Relativititstheorie ist darin
noch als Grenzfall fiir Inertialsysteme und fiir verschwindend kleine Gravitations-
felder enthalten. Der wichtigste Zusatz war Einsteins Annahme der Gleichheit
von triger und schwerer Masse, die eine vollig gleichartige Behandlung von be-
schleunigten Systemen und der Schwerkraft unterliegenden Systemen erlaubte.
Berithmt geworden ist Einsteins Fahrstuhl-Gedankenexperiment: Zundichst be-
findet sich der Fahrstuhl im freien Fall, was die Insassen als effektive Schwere-
losigkeit erleben. Wird er hingegen weitab der Erde mit einer Beschleunigung
g nach oben gezogen, ist dies fiir die Insassen ununterscheidbar von normaler
Gravitationskraftwirkung.

1.4.1
Grundziige

Wie schon in der speziellen Relativititstheorie darf man auch in der allgemeinen
nicht den Raum einerseits und die Zeit andererseits als fiir sich selbst definierte
und voneinander unabhingige Groflen betrachten. Jeder Vorgang ist vielmehr im
vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuum, kurz Raumzeit genannt, zu beschrei-
ben. In ihr wird ein , Ereignis, etwa das Vorhandensein eines Kérpers an einem
bestimmten Ort zu einer bestimmten Zeit, durch die Koordinaten x,, x1, %2, X3
beschrieben. Dabei kénnen wir zum Beispiel fiir x1, x,, x3 die kartesischen Ko-
ordinaten des betreffenden Raumpunktes und fiir x, die zeitliche Koordinate ct
wihlen, wobei ¢ die Vakuumlichtgeschwindigkeit bedeutet. Den von einem Kérper
in der Raumzeit zuriickgelegten Weg nennt man seine Weltlinie.

An die Stelle des Newtonschen Bewegungsgesetzes tritt in der allgemeinen Re-
lativititstheorie eine Aussage tiber den von einem Korper in der Raumzeit durch-
laufenen Weg: Die Weltlinie zwischen A und B ist eine so genannte Geoddte; das
ist unter allen Verbindungslinien diejenige mit minimaler Linge (genauer: deren
Linge einen Extremalwert annimmt). Das Analogon im gewo6hnlichen dreidimen-
sionalen euklidischen Raum ist eine Gerade, die ja die kiirzeste Verbindung zwi-
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schen zwei Punkten darstellt. Ein einfaches Beispiel fiir eine solche Geodite stellt
ein Grof3kreis auf einer Kugeloberfliche dar.

Korper, die sich in Gravitationsfeldern bewegen, werden in der Regel nicht ein-
fach gerade Linien zuriicklegen. In Anwesenheit von Gravitationsfeldern, also in
der Umgebung von gravitierenden Kérpern, muss die Raumzeit also ,gekriimmt*
sein. Der Zusammenhang zwischen der Verteilung von gravitierender Materie ei-
nerseits und den resultierenden Kriimmungseigenschaften des Raums anderer-
seits wird durch die Einsteinschen Feldgleichungen beschrieben. Diese stellen damit
den Ersatz fiir das Newtonsche Gravitationsgesetz dar, das sie fiir den Grenzfall
schwacher Felder genau reproduzieren.

Es stellt sich die Frage, wie man denn in beliebig gekriimmten Riumen iiber-
haupt die Linge einer gegebenen Kurve misst. Dieses mathematische Problem
wird in der Differentialgeometrie behandelt. Angenommen, man weif3, wie grof3
die Entfernung ds zwischen infinitesimal dicht benachbarten Punkten ist, dann
erhilt man die Gesamtlinge sofort als ein Wegintegral tiber alle Wegelemente ds.
Die Schwierigkeit liegt in der Bestimmung von ds. Betrachten wir dazu zunichst
einen dreidimensionalen euklidischen Raum mit einem kartesischen Koordina-
tensystem. Die einzelnen Punkte auf der Kurve mogen sich in ihren Koordinaten
um die Betrige dx;, dx;, dx; unterscheiden. In diesem Fall ist die Antwort einfach:
Es gilt der Satz des Pythagoras,

(ds)? = (dx1)? + (dxz)” + (das) . (1.26)

In einem gekriimmten Raum gilt diese Regel aber im Allgemeinen nicht. Die Rich-
tungen der Koordinatenachsen dndern sich von Ort zu Ort, und damit auch die
Winkel zwischen den Achsenrichtungen. Immerhin kann man fiir infinitesimale
Wegsegmente die Kriimmung selbst vernachlissigen und die Koordinatendiffe-
renzen zwischen Punkten durch lineare Stiicke dx; annihern. Dann lisst sich die
Linge des Wegelements ds in voller Allgemeinheit durch eine Kombination der
Form

(ds)” =" gij-dxi - dx; (1.27)
i

ausdriicken. Die g;; sind Koeffizienten, die die spezifische Geometrie des betrach-
teten Raumes festlegen; natiirlich sind die g;; selbst Funktionen des Orts und ggf.
auch der Zeit. Fur den einfachen Fall des dreidimensionalen euklidischen Raums
(GL 1.26) ist g1 = g22 = g33 = lund g;; = O fiir i # j. In der allgemeinen
Relativitdtstheorie fasst man die g;; zu einem so genannten metrischen Tensor g;;
zusammen; man spricht auch kurz von der Metrik eines gegebenen Raums.

Mit dem metrischen Tensor ausgestattet, kann man dann die Lingen von ver-
schiedenen Verbindungen zwischen zwei Punkten berechnen. Jede Linie, deren
Linge gegentiber benachbarten Kurven ein (lokales) Minimum oder Maximum
aufweist, stellt eine mogliche Kurve dar, auf der sich ein Kérper in diesem Schwe-
refeld durch die Raumzeit bewegt. Ubrigens gilt dies ebenfalls, so eine weitere
wichtige Aussage der allgemeinen Relativititstheorie, fiir den Ausbreitungsweg
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von Licht. Aus diesem Extremalprinzip lassen sich damit auch die Bedingungen
fiir den Gravitationslinseneffekt (s. Abschn. 13.5.2) herleiten. Weitere astrophysi-
kalisch relevante Auswirkungen der allgemeinen Relativititstheorie sind die be-
reits erwihnte langsame Drehung der Apsidenlinien von Planetenbahnen, z. B.
des Merkur, die Gravitationsrotverschiebung von elektromagnetischer Strahlung,
die Existenz Schwarzer Locher (s. Abschn. 1.4.2 und 8.5.4) sowie die Entstehung
von Gravitationswellen (Abschn. 2.4.3). Aber selbst im modernen Alltag sind die
Konsequenzen der Relativititstheorie spiirbar: Obwohl die relativistischen Effekte
auf der Erdoberfliche winzig klein sind, wiirden alle GPS-Gerite ohne entspre-
chende Korrekturen ihre Positionen um typischerweise mehrere 100 m verfilscht
anzeigen.

1.4.2
Starke Gravitationsfelder

Betrachten wir noch einmal die Abhingigkeit der Kreisbahn- und der Entweichge-
schwindigkeit vom Abstand zur Zentralmasse (Gln. 1.10 und 1.11). Es ergibt sich
der einfache Sachverhalt, dass die Geschwindigkeiten in der Nihe grofler Massen
umgekehrt proportional zur Wurzel des Abstands sind und fiir Punktmassen rein
formal tiber alle Grenzen wachsen. Fiir Geschwindigkeiten gibt es aber eine phy-
sikalische obere Grenze, die Lichtgeschwindigkeit c. Wenn die Entweichgeschwin-
digkeit sich der Lichtgeschwindigkeit annihert, spricht man von ,starken Gravi-
tationsfeldern“. Im Grenzfall kénnen wir die Entweichgeschwindigkeit gleich der
Lichtgeschwindigkeit setzen, ve = ¢. Aus Gl. (1.11) ergibt sich dann der so genann-
te Schwarzschild-Radius rg,

2GM
rs =

R (1.28)
Fir die Masse der Sonne ergibt sich rs ~ 3 km. Allgemein sieht man, dass eine un-
geheure Kompression der Masse erforderlich wire, um den Radius eines Korpers
auf R < rg zu bringen. Dann jedoch kénnte nicht einmal ein Photon entweichen,
denn an der Oberfliche eines solchen hypothetischen Kérpers wire v, > ¢, was,
wie gesagt, unmoglich ist.” Als Bezeichnung fiir eine derartige Konfiguration hat
sich der Begriff , Schwarzes Loch eingebiirgert.

Allerdings stellt der Schwarzschild-Radius keine wohldefinierte ,Oberfliche” ei-
ner Massenverteilung dar wie etwa die feste Oberfliche der Erde. Man kann ledig-
lich von einem , Ereignishorizont“ sprechen, von jenseits dessen man keine Infor-
mationen mehr bekommt. Daher kann auch experimentell keine Aussage tiber die
Verteilung der Masse innerhalb eines Schwarzen Loches gemacht werden.

1) Diese Aussage folgt genau genommen nichtaus  in einer strengen relativistischen Herleitung
der obigen ,Herleitung®, denn die kinetische den Grenzfall beschreibt, wonach fiir r < rg
Energie eines Photons ist nicht einfach gleich keine elektromagnetische Strahlung mehr
mc? /2. Es zeigt sich aber, dass Gl. (1.28) auch entkommen kann.
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1.5
Koordinatensysteme

Zur Beschreibung der Position eines Kérpers im Raum benétigt man ein Koor-
dinatensystem. In der Astronomie ist die Bestimmung der Entfernung zu einem
Korper sehr oft duerst schwierig oder sogar unmaéglich; mit dem Problem der Ent-
fernungsbestimmung werden wir uns spiter noch mehrfach befassen. Hingegen
ist die Richtung, aus der das Licht eines Himmelskorpers kommt, vergleichsweise
wohldefiniert und kann ohne groflere Schwierigkeiten gemessen werden.

In dieser Situation empfiehlt sich die Verwendung von Polarkoordinaten, wobei
die Entfernung zum Objekt einfach offen gelassen wird. Wir denken uns die Ster-
ne gewissermaflen auf eine sehr grofe Einheitskugel projiziert und beschreiben
ihre Positionen an dieser ,Himmelskugel“ durch zwei Winkelkoordinaten. Ent-
sprechend den unterschiedlichen Bediirfnissen definiert man verschiedene Syste-
me nach folgendem Prinzip: Man wihlt eine Grundebene, die die Himmelskugel
in einem Grof(kreis, dem Grundkreis, schneidet. Auf diesem wird von einem will-
kiirlich festgelegten Nullpunkt aus die eine Koordinate gemessen. Alle senkrecht
auf dem Grundkreis stehenden GroRkreise schneiden sich in den Polen des Sys-
tems. Auf demjenigen dieser Groflkreise durch die Pole, der durch den betrachte-
ten Stern geht, wird die zweite Koordinate gemessen, und zwar als Winkelabstand
entweder vom Grundkreis oder vom Pol.

Winkel werden in der Astronomie im allgemeinen in Grad (°) oder Untereinhei-
ten davon ausgedriickt: 60" (Bogenminuten) sind ein Winkelgrad, 60" (Bogense-
kunden) sind eine Bogenminute. Bei der Angabe von Winkeldurchmessern sehr
weit entfernter Objekte werden mitunter auch die Einheiten Milli- oder Mikro-
bogensekunden benétigt. Winkelangaben in Bogenmafl (Radian) sind uniiblich;
tauchen allerdings Winkelmafle direkt kombiniert mit irgendwelchen Lingenein-
heiten auf, so miissen die Winkel eigentlich immer in Radian ausgedriickt werden.
Hier lauert eine hiufige Fehlerquelle fiir Anfinger.

Das Konzept der Polarkoordinaten entspricht der Festlegung von geographischer
Linge und Breite auf der Erdoberfliche. Komplikationen treten in der Astronomie
auf, weil Grundk