Eine Aussage ist ... eine Behauptung, die entweder wahr oder falsch ist.
Aristoteles

1. Einiges iiber Logik!

Bevor man iiber Zahlen, Grofien, Zusammenhénge, Funktionen usw. sprechen kann, mufl man
sich iiber den Umgang mit Sitzen und Satzfolgen verstdndigen, in denen solche Begriffe auftau-
chen.

,, Verstindigen“ wird dabei — die Mathematik kennzeichnend — in einem stirkeren Sinne ver-
wendet als in der Umgangssprache {iblich.

Sind P und @Q Personen, so bedeute ,,P verstindigt sich mit Q*:

(1) P versteht, was Q sagt, und umgekehrt,
(2) P akzeptiert, was Q sagt, und umgekehrt.

Wenn freilich nicht iiber alle, so ist doch iiber gewisse Dinge Verstédndigung nach Regeln moglich.
Die Lehre von den allgemeinsten Regeln der Verstdndigung heifit Logik, eine Verstédndigungs-
handlung gemif solchen Regeln heifit Argumentation (auch Schliefen, Deduzieren).

Beispiel
(1) Berlin ist eine Stadt.

(2) Wenn Berlin eine Stadt ist, dann ist Berlin kein Dorf.

(3) Berlin ist kein Dorf

Die Sédtze (1), (2) heiflen Prdamissen, (3) die Konklusion, und der waagerechte Strich hat die
Bedeutung eines ,also“. Auch wenn man sich iiber die Préamissen streiten kann, so mufl doch
jeder, der (1) und (2) akzeptiert, auch (3) akzeptieren. So etwas 148t sich in Regeln fassen, und
um die wird es in diesem Kapitel gehen.

Es ist hier nicht méglich (und auch nicht nétig), mehr als eine Skizze der Logik zu formulieren. Es
ist auch fast nicht moglich, beim ersten Durcharbeiten alles zu verstehen. Die im folgenden auf-
geschriebenen Regeln werden aber spéter beim Formulieren und Beweisen von mathematischen
Aussagen immer klarer werden und der Umgang mit ihnen immer selbstversténdlicher.

IDieses Kapitel orientiert sich an einer Vorlesung von U.-W. Schmincke, TH Aachen, aus deren Einleitung
auch das Zitat vor dem Vorwort stammt.
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1.1 Aussagenlogik (Junktorenlogik)

FEine Aussage ist ein Satz, bei dem es uns sinnvoll erscheint, ihm genau eines der beiden At-
tribute , Wahr* (W), ,Falsch® (F) zuzuordnen, woriiber nach einem abgesprochenen Verfahren
entschieden koénnen werden muf?. Die Attribute W, F heiflen Wahrheitswerte.

Sprechweisen fiir ,A hat den Wahrheitswert W* sind:

»A ist wahr¢
LA gilt®
A ist erfiillt

Beispiele
Aussagen sind:

(1) ,Berlin ist eine Stadt“.
(Entscheidungsverfahren etwa: Stadt heifit eine zusammenhéngende Siedlung mit mehr als
10.000 Einwohnern; man gehe zum Einwohnermeldeamt).

(2) ,Es gibt eine Zahl mit 22427+ 1 = 0¢
(Entscheidungsverfahren: Man gebe eine solche Zahl an, z.B. © = —1).

(3) Es gibt ein Perpetuum mobile 1. Art
(Wahrheitswert F (Vereinbarung der Physiker)).

(4)  Wenn dieser Tisch rund ist, dann fref8’ ich einen Besen.
(Wahrheitswert?)

Nichtaussagen sind:

(5) Hans fiahrt nach Miinchen oder Monika fihrt nach Miinchen und Peter fihrt mit.
(Inhalt nicht verstehbar: Fahrt nun Peter nur mit, wenn Monika fihrt oder auch, wenn
Hans fihrt?)

(6) Dieser Kaffee ist doppelt so heifl wie dieser hier.
(Was ist ,,doppelt so heif3*?)

(7) VI—a2

(Dies ist ein Term, siehe Abschnitt 4.1.)

(8) 22+2x+1=0
(Was ist denn x7).

2Diese Vereinbarung ist nicht priizise und sicherlich abhingig von dem Personenkreis, der sich jeweils iiber
einen Satz verstindigen will. In der Schwierigkeit, sich zu einigen, ob ein Satz eine Aussage ist, und dariiberhinaus
sich iiber ein Verfahren zur Entscheidung des Wahrheitswertes zu verstéindigen, unterscheiden sich (weite Bereiche
der) Naturwissenschaften von (weiten Bereichen der) Geisteswissenschaften.

Man betrachte z. B. die beiden folgenden Aussagen:
,Dieser Wiirfel Eisen hat eine Temperatur von 183% 4 49C .«
,Der Umgang der Menschen mit der Erde ist ein Beleg fiir den Freud’schen Todestrieb.*
Es ist offenbar einfacher, sich iiber ein Verfahren zur Entscheidung des Wahrheitswertes der ersten Aussage zu
einigen, als im Falle der zweiten Aussage. In der Physik etwa wird ein solches Entscheidungsverfahren jeweils ein
bekanntes (und reproduzierbares!) Experiment sein.
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Sind A, B zwei Aussagen, so lassen sich mittels der Junktoren (d.h. ,,Verbinder®) neue Aussagen
herstellen:

Junktor Bedeutung Zeichen
(Interpretation)
Negation nicht A -A
Konjunktion A und B ANB
Adjunktion A oder B AV B
Materiale Implikation wenn A, dann B A= B
Materiale Aquivalenz A genau dann, wenn B A< B

Die Wahrheitswerte der so zusammengesetzten Aussagen sind festgelegt durch die in der folgen-
den Tabelle enthaltene Normierung. (Eine Tabelle dieser Art heifit Wahrheitstafel.)

A B -A ANB AV B A=B A& B
W W F W W W W
w F F F W F F
F W W F W W F
F F W F F W W

Es sei betont, dafl diese Tabelle eine Normierung, also Festlegung der Bedeutung der Junktoren
ist. Fiir diese Festlegung spricht einzig, daf} sie sich als praktisch herausgestellt hat.

Die Adjunktion ,, V¢ ist so normiert, dal AV B wahr ist, wenn A wahr oder B wahr oder beide
wahr sind, also im nicht-ausschliefenden Sinn.

Die Normierung der materialen Implikation ,,=* ist am schwierigsten einzusehen und etwa so
zu verstehen: Es ist ausgeschlossen, dafi A gilt und nicht B. Ein Beispiel fiir die letzte Zeile in
»A = B“ (A falsch und B falsch) ist Aussage (4) im Beispiel von p. 2, die also den Wahrheitswert
W hat (natiirlich nur dann, wenn der Tisch nicht rund ist). Ist A die Aussage: ,,Ich werfe einen
Euro in den Automaten“, B die Aussage: , Ich bekomme einen Kaffee“, und vereinbart man, der
Aussage ,,A = B“ den Wahrheitswert W zuzuordnen, falls man nicht unzufrieden ist, so erhilt
man die oben angegebene Normierung.

Ubliche Sprechweisen fiir , A = B¢:

»Wenn A, dann B*

»,Aus A folgt B

»,Wenn A gilt, so gilt B“

»B gilt dann, wenn A gilt“

»A gilt nur dann, wenn B gilt“
,A ist hinreichend fiir B“

, B ist notwendig fiir A“

Ahnlich sind fiir ,,A < B“ die folgenden Sprechweisen iiblich:

,»A ist dquivalent zu B“

»A gilt dann und nur dann, wenn B gilt“
»A gilt genau dann, wenn B gilt*

,»A ist hinreichend und notwendig fiir B¢
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Die Buchstaben A, B, ... , die hier als ,Platzhalter® fiir Aussagen verwendet wurden, heiflen
(Aussage-) Variablen, die aus ihnen mittels Junktoren (und Klammern) hergestellten Zeichen-
reihen heiflen Aussageformen.

Hier ist eine Liicke: Wir haben nicht vereinbart, nach welchen Regeln die Zeichenreihen ge-
bildet werden diirfen; das wire die Syntax (Grammatik) der Junktorenlogik. Wir miissen uns
beschrianken auf die grobe Beschreibung: eine Aussageform ist eine aus Aussagevariablen, Junk-
toren und Klammern hergestellte Zeichenreihe, die bei Belegung, d.h. der Ersetzung der Aus-
sagevariablen durch Aussagen, zu einer Aussage wird. Der Wahrheitswert der so entstandenen
Aussage ist dann iiber die Normierung der Junktoren ermittelbar, wenn die Wahrheitswerte der
FEinzelaussagen bekannt sind.

Aussageformen sind z.B.

A= (BVA)
(AANB) = (7(mANC)V(BAC))®
(A\/B)<:>—\(—\A/\—\B).

Nun eine erste Definition, also eine Vereinbarung, wie ein Begriff oder ein Name im folgenden
bentitzt wird.

Definition 1.1

Eine Aussageform heifit allgemeingiiltig oder Tautologie, wenn sie bei jeder Belegung zu
einer Aussage mit Wahrheitswert W wird.

Satz 1.1

Die folgenden Aussageformen sind Tautologien:

(1) A=A

(2) Av-4

(3) ~(AA-A)

4 Ae--A

(5) (A= B)< (-B=-4)

6) (A=B)AB=0))=(A=C)
(7) (A= B)< (mAVB)

(8) —(A= B)& (AA-B)

(9) (mA=(BA-B)) < A

(10) ((AA=B)= (CA-C)) < (A= B).

3Wie bei ,,mal vor plus® bezieht sich = immer nur auf die nachfolgende Aussage, und man 148t die Klammern
dann weg; d.h. =A A C ist zu verstehen als (—A) A C.
Will man dagegen A A C verneinen, mufl man Klammern setzen, also =(A A C).
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Beweis
Man erstelle die Wahrheitstafeln. Wir fithren dies fiir die Aussageformen (7), (9), (10) durch:

Zu (7):
A B A= B -A -AV B (7)
W w W F W W
W F F F F w
F W W W W W
F F W W W W
Zu (9):
A B -A -B BA-B —A= (B A ﬁB) (9)
W W F F F W W
W F F W F W W
F W W F F F W
F F W W F F W
Zu (10):
A|B|C||-B|AAN-B|CAN-C|(AN-B)= (CA-C)|A= B|(10)
WIW|W| F F F W w W
WIW|F | F F F W W W
WIF | W| W W F F F W
W|F|F | W W F F F W
FIW|W| F F F w w w
F|W|F | F F F W W W
F|F|W|W F F W W W
F|F|F|W F F W W W
n
(Der kleine schwarze Kasten bedeutet: Ende des Beweises.)
Aufgabe 1.1

Seien A, B, C' Aussagevariablen. Man zeige, dafl folgende Aussageformen Tautologien sind.
(1) (AeB)e (A= B)A(B= A))
(2) —-(AAB)<& (mAV-B)
(3) ((AAB)VC) & ((AVC)A(BVCO)) .
Aufgabe 1.2
Man zeige:

(1)  Seien A, B zwei wahre Aussagen.
Dann ist

(AVB) & (A= B) wahr.
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(2) Seien A, B Aussagevariablen.
Dann ist

(AV B) < (A= B) keine Tautologie

(also AV B nicht logisch dquivalent zu A = B, s. Definition 1.2).

Tautologien werden bendtigt, um zu ,schlieffen”. Wir verwenden zur Abkiirzung von Aussage-
formen Zeichen wie (a), (b), ...

Man schreibt z.B.
(a) & ((hA= (BA-B)) & A).

Das Zeichen ,,:<“ heifit definitorische Aquivalenz, zu verstehen etwa als ,habe die gleiche Bedeu-
tung wie“. Der Doppelpunkt steht dabei auf der Seite des zur Abkiirzung eingefiihrten Symbols.

Seien nun (a1),- -, (an), (b) (n eine natiirliche Zahl) Aussageformen.

Eine Zeichenreihe (aq)

auch geschrieben:  (a1),...,(an) IF (b)  heiBt Schluf.

Definition 1.2

(1) Zwei Aussageformen (a), (b) heiflen logisch dquivalent,
geschrieben (a) daq (b),
wenn (a) & (b allgemeingiiltig ist.

(2) Ein Schlu (a1),...,(an)|F (b) heiBt giltig (korrekt), wenn
((al) A ((12) VARERIAN (an)) = (b)
allgemeingiiltig ist. (Ein giiltiger Schlufl heifit auch logische Implikation.)
Ein korrekter Schluf} ist demnach so festgelegt, daf gilt:
Bei jeder Belegung der in dem Schluf} auftretenden Aussageformen, bei der alle Pramissen (ay),
., (an) wahr sind, ist auch die Konklusion (b) wahr. Hat bei einer Belegung etwa eine der

Priamissen den Wahrheitswert F, dann auch (a1) A (a2) A -+ A (ay,).
Damit ist ((a1) A (a2) A+ A (an)) = (b) wahr unabhéingig vom Wahrheitswert von (b).

Satz 1.2
(1) Es gilt:
(i) —(A=B) idq (AA-B)
(i) (mA=(CA-C)) dq A
(iii) ((AA-B)=(CA-C)) idq (A= B)
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(2) Folgende Schliisse sind korrekt:
(i) AAn-A |- B

(i) AA=B | B

(i) A= B, ~B | -A

(

(

(

~

ivy A=B,B=C | A=C
“A=(CA-C) | A
vi) A [(AA-B)= (CA-C)] | B

~—

v

Bemerkungen

(1)

Die Sdtze 1.1 und 1.2 beinhalten Aussagen iiber Aussageformen. Die Beweise sind der
Nachweis, dafl diese Aussagen den Wahrheitswert W haben, wobei hier die Wahrheitstafeln
das Entscheidungsverfahren liefern.

(2) Sind (a) und (b) logisch dquivalente Aussageformen, so kann in jeder Aussageform (c), die
(a) als Teil enthélt, (a) durch (b) ersetzt werden, ohne daf sich die ,,Bedeutung® von (c)
dndert, d.h. bei jeder Belegung hat (¢) vor und nach dem Ersetzen jeweils den gleichen
Wahrheitswert.

(3) (2) (i) aus dem Satz oben ist das ,ex falso quodlibet* : aus etwas Falschem kann man auf
alles schlieflen.

(2) (ii) entspricht dem {iblichen direkten Beweis der Aussage B unter Voraussetzung A.
(v) und (vi) in (2) geben die logische Struktur eines indirekten oder Widerspruchsbeweises
wieder. In (2)(v): ,,Wenn aus —A ein Widerspruch (d.h. eine Aussageform, die bei jeder
Belegung falsch ist) folgt, dann gilt A.“ In (2)(vi): ,Wenn A gilt, und aus A A =B ein
Widerspruch folgt, dann gilt B.“

(4) In Satz 1.2 sind die Aussagevariablen auch durch Aussageformen ersetzbar.

Beweis (von Satz 1.2)

zu (1): (1) mit (8) in Satz 1.1

(i) mit (9) in Satz 1.1

(iii) mit (10) in Satz 1.1
zu (2): (1), (ii), (i)  mit Wahrheitstafeln

(iv) mit (6) in Satz 1.1

(v) mit (9) in Satz 1.1

(vi) mit (10) in Satz 1.1 und (2)(ii) in Satz 1.2

]

Aufgabe 1.3

Seien A, B Aussagevariablen. Man zeige unter Benutzung von Aufgabe 1.1 (1), (2) und Satz 1.1
(8):
(A& B)iq ((AA=B)V (=AAB)) .

Aufgabe 1.4

Seien A, B Aussagevariablen. Welche der folgenden Schliisse sind korrekt?
(i) -A,A=B |} -B
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(i) AA=B | B
(i) -B,A=B | -A
v/ BA=B | A

Aufgabe 1.5

Man iiberlege, welche der folgenden Aussagen durch Belegung eines korrekten Schlusses entstan-

den sind:

(1) Wenn F' zuhause ist, brennt sein Licht. Sein Licht brennt nicht. Also ist F' nicht zuhause.

(i)  Wenn F nicht zuhause ist, ist sein Auto nicht vor der Tiir. F ist zuhause. Also ist sein Auto

vor der Tiir.

1.2 Quantoren

Streicht man in einer Aussage einen oder mehrere Dingnamen (das sind Worter oder Zeichen,
die etwas kennzeichnen oder benennen), so erhilt man ein Prddikat. Die Anzahl der entstandenen

Leerstellen heifit Stellenzahl des Pradikats, z.B.
einstellige Pradikate:
W .

@) ...
3) ...

zweistellige Pridikate:

ist eine Stadt®,
ist durch zwei teilbar®,

ist sterblich“,

(4) ,Die Differenz zwischen ... und ...

5) ...

dreistellige Pradikate:

ist mit ... befreundet®,

(6) ,,Die Differenz zwischen ... und ...

Priadikate werden abgekiirzt durch

A(),B(),- - (einstellige Pridikate)

A(, ),B(, ), - (zweistellige Pridikate),
z.B A() & . ist eine Stadt.

A(,) & . ist mit ... befreundet.

ist ein Vielfaches von ...

ist ein Vielfaches von vier®,

13

(Gleichzeitig werden diese Zeichen als Platzhalter fiir Priadikate, also als Pradikatvariablen ver-

wendet.)

Setzt man in die Leerstellen eines Priadikats geeignete Dingnamen ein, so erhélt man eine Aussa-
ge. Man muf sich freilich einigen, welche Dingnamen an welcher Stelle eingesetzt werden diirfen;
diese Dingnamen nennt man zuldssig. Meistens wird im folgenden klar sein, welche Dingna-
men zuléssig sind; wenn nicht, mufl dariiber erst Einigkeit erzielt werden, bevor das Préadikat

verwendet wird.
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Wir erweitern nun den Begriff Aussageform von p. 4:

Eine Zeichenreihe, gebildet aus Aussagevariablen, Dingvariablen (d.h. Platzhaltern fiir Din-
gnamen), Pridikaten, Priadikatvariablen und Junktoren, die bei Belegung, d.h. Ersetzen von
Aussagevariablen durch Aussagen, Priadikatvariablen durch Priadikate bzw. Dingvariablen durch
(zuldissige) Dingnamen, zu einer Aussage wird, heifit Aussageform.

Z.B.: (AN A(z) AB(z)) = C(z,y), *
x ist sterblich,

x ist mit y befreundet Vv C,
x ist durch 2 teilbar.

Nehmen wir eine Streichholzschachtel mit 17 Streichhélzern.
Seien s1,-- -, $17 die (Namen der) Streichhélzer, die dann (die einzigen) zuléssigen Dingnamen
des Pradikats
A() & ... ist abgebrannt
seien.

Man kann dann mit A( ) Aussagen herstellen:

A(s), wobel s eines der siebzehn Streichhélzer ist,

A(s1) N A(sa) A+ A A(s1r), also die Aussage:
alle Streichhoélzer sind abgebrannt

A(s1) V A(s2) V -+ -V A(s17), also die Aussage:
(wenigstens) ein Streichholz ist abgebrannt.

Allgemein:

Sei A( ) ein einstelliges Pridikat. Dann 148t sich aus der Aussageform A(z) auf folgende Weisen
eine Aussage herstellen:

(1) Man ersetzt die Dingvariable x durch einen (zuléissigen) Dingnamen.

(2) Man setzt vor A(z) die Wendung: fiir alle z, abgekiirzt durch /\7 also: /\A(x) ,

gesprochen: fiir alle z gilt A(z) .

(3) Man setzt vor A(x) die Wendung: es gibt ein z, abgekiirzt durch \/7 also: \/ A(z) ,

gesprochen: es gibt (wenigstens) ein x mit A(z) .

Die Zeichen A, \/, ein ,grofiles“A bzw. V, heifilen Allquantor, bzw. Existenzquantor,® das Vor-
schalten von Quantoren nennt man Quantifizieren.

4Man versuche als Ubung, aus dieser Aussageform durch Belegung eine Aussage zu erhalten.

5Andere Zeichen sind V und 3 , wobei die Korrespondenz durch /\ — VY, \/ < 3 gegeben ist. Wegen des
Zusammenhangs mit A und V und den de Morgan’schen Regeln (s. néchste Seite) halte ich die hier eingefiihrten
fiir besser.
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Ist A(, ) ein zweistelliges Pridikat, so sind
Ay) = N\Aly) .

B(y) = \/Ax,y)

wieder Aussageformen.
Man nennt dann x eine gebundene, y eine freie Variable.

(Diese Namen werden spéter auch bei gewissen Termen (s. Abschnitt 4.1) benutzt: in

Xn:kQ , /ldt
k=1 a t

sind k, t gebundene, n, a, = freie Variablen.)

Gebundene Variablen kénnen durch beliebige andere Variablen, die nicht frei in der Aussageform
auftauchen, ersetzt werden, d.h.

NA@y) . NAty . NAxy)

sind die gleichen Aussageformen. Dagegen ist /\ A(y,y) natiirlich etwas anderes.
Yy

Durch zweifaches Quantifizieren erhiilt man aus A(, ) acht Aussagen:

AN\ A, y) V A\ Az, y)
V'V A,y AV Al y)

und die entsprechenden, wenn z unter dem ersten und y unter dem zweiten Quantor steht.
Die logischen Regeln fiir den Umgang mit Quantoren, genauer:

die allgemeingiiltigen (d.h. bei jeder Belegung wahren) Formeln, in denen Quantoren
auftreten, heiflen Quantorenregeln.

Ganz wichtig z.B.: Sei A( ) ein einstelliges Pridikat. Dann sind allgemeingiiltig (de Morgan’sche
Regeln):

“NAw) & \/-A@)
ﬁ\/A(gc) & /\ﬁA(;r)
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In Worten: Vertauschen von Verneinung und Quantor dreht den Quantor um. Wie in der Aus-
sagenlogik schreibt man dann

= N\A@) aq \/-A().
Falls das Pradikat A( ) nur endlich viele zuléissige Dingnamen hat, dann erhélt man die
de Morgan’schen Regeln aus den logischen Aquivalenzen

-(AAB) 4q —-AV-B,
ﬁ(A\/B) iq —AN-B.

Mit obigem Beispiel der 17 Streichhdlzer sq, ..., s17 und der Aussageform
A( ) :& ... ist abgebrannt
gilt also:

ﬁ/z\A(x) & —(A(s1) AA(s2) A A Alsir)
& —A(s1) V—A(s2) V-V~ A(s17)
& \Z/ﬂA(a:).
Weitere Quantorenregeln:
) & NA@) A \Bl)
) & \7A(x)\/\73(x)
(/\A(m)V/\B(x)) = ;\(A(x)v;(x))
) = (\/A(I)A\/B(x))
) = (\Z/A(x) ::\/B(x))
) = (;\A(x) = ;\B(x))
AN = AN

VVA@y < \/VA@y
VAA@y = AVAey

Diese Regeln entsprechen durchweg den vom sogenannten gesunden Menschenverstand erzeugten
Wiinschen, wie man erkennt, wenn man sie in der Umgangssprache formuliert.
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7.B. die 4. Regel:

Wenn es ein z gibt so, dafi A(x) und B(x) gelten (also der Vorsatz wahr ist; denn nur dann ist
etwas zu zeigen), dann gibt es sicher ein 7 so, daB A(z1) und ein xo so, dafi B(xs) gilt (etwa
x1 und a2 gleich dem z, fiir das A(z) A B(z) gilt).

Daf} in der letzten Regel ,,=* nicht durch ,,<“ ersetzt werden darf, also i.a.
V/\A(az,y) und /\\/A(x,y)

Aussagen mit verschiedenem Wahrheitswert sind, wird durch folgendes Beispiel einsichtig:
A(z,y) & ykann mit z gliicklich werden,

wobei wir fiir  Namen von Frauen und fiir y Namen von Ménnern (oder umgekehrt) zulassen:
AV A@,y)
Yy T

hat dann die Bedeutung: zu jedem Mann gibt es eine Frau, mit der er gliicklich werden kann.
Dagegen bedeutet

V/\A(az,y) :

es gibt eine Frau, mit der alle Ménner gliicklich werden kénnen.

Aufgabe 1.6

(1)  Man formuliere folgende Aussagen mit Hilfe von Quantoren, negiere sie und formuliere die
Negation wieder in der Umgangssprache.

(1) Fiir jede positive reelle Zahl ¢ gibt es eine positive reelle Zahl ¢ so, daf§ fir alle
positiven reellen Zahlen x gilt: Ist 2 < §, dann ist 22 < e.

(ii)  Zu jeder positiven Zahl e gibt es eine natiirliche Zahl N so, da8 fiir alle natiirlichen
Zahlen n mit n > N gilt: 1 <e.
n

(2) Man vertausche in der (wahren) Aussage (ii) die ersten beiden Quantoren und versuche,
die so entstandene Aussage als falsch zu erkennen.

Die Quantorenregeln (die aus dem Kalkiil der Quantorenlogik stammen, auf den wir hier nicht
weiter eingehen wollen) sind vertréiglich mit dem sogenannten Kalkiil des natiirlichen Schlielens.
Dieser i3t sich exemplarisch so beschreiben:

Sind etwa A( ) und B( ) Pridikate mit reellen Zahlen als zuliissige Dingnamen, dann darf man
bei der Untersuchung der Aussage

N\(A@) = B(@) (1)

vorgehen, indem man beginnt mit: sei = eine reelle Zahl. Dann darf x behandelt werden wie
der Name einer festen Zahl und folglich A(z) und B(z), als wiren es Aussagen. LéBt sich dann
A(z) = B(x) ableiten, so ist Aussage (1) bewiesen.

ZB. A(z) & x>1 , B & 22>z



1.3 Mengen 13

Beh.: /\(;r >1 = 27 >2)

Bew.: Sei x eine reelle Zahl.

1. Fall: ® <1, dann ist A(x) falsch, also A(x) = B(z) wahr.

2. Fall: x > 1. Dann ist insbesondere > 0 und die ,,Ungleichung“ = > 1 darf mit  multipliziert
werden. Dies gibt 2% >z, also B(x). Somitist A(xr) = B(z) wahr.

Die Aussage in der Behauptung ist damit bewiesen.

1.3 Mengen

Bisher hatten wir die Aussage ,,Hans hat ein Auto“ aufgegliedert wie folgt:

Hans hat ein Auto.
~—— —_————

Dingname Pradikat

Die Idee der Mengenlehre ist nun, solche Aussagen auf die einheitliche Form ,,x ist y“ zu bringen,
zu interpretieren als: ,,z erfiillt das Pradikat y“. In obigem Beispiel: ,,Hans ist Auto-habender*
oder besser ,,Hans ist Autobesitzer*. Nun kann man das Pridikat ,, Autobesitzer sein“ wieder
als ,,Ding* auffassen, (z.B. in das Pridikat ,, ... ist keine exklusive Eigenschaft“ einzusetzen).
Unser Beispielsatz wird dann neu gegliedert:

Hans ist Autobesitzer.
~—~— ~~ —_—
Dingname Prédikat Dingname

Die Mengenlehre 143t sich wie folgt charakterisieren:

(1) Der Dingbegriff wird erweitert, indem Dinge, einstellige Priidikate, einstellige Pridikate
von Pridikaten, ... als ,Dinge“ behandelt werden, die die Objekte der Sprache sind und
einheitlich Klassen genannt werden. D.h. man geht auf eine neue Weise mit Pridikaten um.
In unserem Beispiel wird — grob gesprochen — das Pradikat ,, Autobesitzer sein® identifiziert
mit einem Topf, in dem alles drin ist, was das Pridikat ,, Autobesitzer sein® erfiillt. Man
schreibt

A = {z | xist Autobesitzer} ,

gesprochen: A ist definitorisch gleich der Klasse (bzw. Menge, s. unter (3)) aller z, die das
Pradikat ,, Autobesitzer sein® erfiillen.

«

(2) Ein spezielles zweistelliges Préadikat, ndmlich ,, ... ist ... “ wird ausgezeichnet, und es
werden Regeln iiber den Umgang mit ihm vereinbart. Es wird mit ,,€“ bezeichnet, und
man schreibt statt € (z,y) immer: x € y.
,€“ darf nur in Bedeutung der folgenden Art verwendet werden:

ist Element von ...
kommt in ... vor

hat die Eigenschaft ...
ist Mitglied von ...

(3) Gewisse ,gutartige” Klassen werden ausgezeichnet und dann Mengen genannt.
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Der Begriff ,Menge“ wurde von G. Cantor (1845-1918) wie folgt eingefiihrt:

,, Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten, wohlunter-
schiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die ,,Elemente
von M genannt werden) zu einem Ganzen.“

Mit den bisher bereitgestellten Begriffen ausgedriickt, bedeutet das: Ist A( ) ein einstelliges
Pridikat, dann gibt es eine Klasse y, die genau diejenigen Elemente z enthiilt, fiir die A(z) gilt,
oder, in Zeichen:

VAR ey & A®@). (1)

Dies entspricht unseren Wiinschen (wird in dem Bereich der Mathematik, der auf uns zukommt,
auch erfiillt sein), fithrt aber schnell zu Widerspriichen:

Beschrianken wir uns auf die Biicher z, y, ... einer Bibliothek.
x € y habe die Bedeutung: das Buch «x ist im Buch y registriert.

Ein Bibliothekar habe den Auftrag, zu Eigenschaften, die Biicher haben kénnen (dargestellt
durch Préadikate A( ), B( ), ... ,zB., ... ist vor 1970 erschienen®, ,, ... hat mehr als 1000
Seiten“, |, ... ist auf rosa Papier gedruckt“) geméfl (1) einen Registerband anzulegen. Das geht
eine Weile gut, bis er einen Band y anlegen will, in dem genau diejenigen Biicher registriert sind,
die sich nicht selbst registrieren, also

/\(xey@wéw).

(das Zeichen ¢ ist definiert durch = ¢ y:& —(z € y)) .

Was ist mit diesem Band y selbst? Registriert er sich nicht, dann muf} er sich registrieren,
registriert er sich selbst, dann darf er sich nicht registrieren, also:

yey & ydy.

So ein y gibt es nicht, also
—\\//\(xEy Sz ¢ x).
Yy x

Das ist die Russell-Antinomie in einer der vielen moglichen Einkleidungen. Als Russell 1901
diesen Widerspruch in der Mengenlehre entdeckte, war die damalige Mathematikerwelt ganz
schoén durcheinander, und es dauerte eine ganze Weile, bis sie sich wieder gefangen hatte. (Einen
dhnlichen Schock hat dann Kurt Godel 1931 ausgelost mit seinem Beweis der Existenz von
unentscheidbaren Sétzen in arithmetischen Systemen.)

Ausweg: Eine Klasse x heifit Menge, wenn es eine Klasse y gibt mit x € y ,

Mg(z) & \/(:zr €y .

Dann gilt: \//\(x €y < (A(z)und Mg(x))) .
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In unserem Bibliotheksbeispiel miiite der Bibliothekar also sagen, daf} er natiirlich nur solche
Biicher z registrieren kénne, die registrierbar sind, d.h. ein Band y, wenn nicht schon vorhanden,
so doch hergestellt werden kann, in dem z registriert ist, also x € y gilt. Das Buch y, in dem
alle Biicher  mit = ¢ x registriert sind, ist selbst nicht registrierbar.

Ein anderes, bekanntes Beispiel der Russell-Antinomie ist der Friseur, der in ein Dorf kommt
und einen Vertrag unterschreibt, dafl er genau die Manner im Dorf rasieren muf, die sich nicht
selbst rasieren. Was macht er nun mit seinem eigenen Bart?

Zuriick zu dem Teil der Mengenlehre, der fiir uns wichtig sein wird: Es wird vereinbart, und hat
bisher nicht zu Widerspriichen gefiihrt, daf§ die natiirlichen Zahlen eine Menge bilden, woraus
folgt, daB auch die reellen Zahlen eine Menge sind, und das ist schon das Wichtigste. Ist A( )
ein Pridikat, so wird dasjenige y mit der Eigenschaft

/\(ar €y & (A(z)und Mg(m)))

geschrieben als  {z | A(z) und Mg(x)} .

Da wir in der Zukunft nur mit Mengen umgehen und A(z) meist von der Form (z € M)A A(x)
mit einer geeigneten Menge M und einer Aussageform A(z) ist, lassen wir den Zusatz ,und
Mg (z)“ weg, also

y = {z|Az)},
gesprochen: y ist die Menge aller z mit A(z) .

Definition 1.3

Seien M, N Mengen, dann sind Gleichheit und Inklusion vereinbart durch

M=N = NzeM e zeN)

xX

McN = NaeM=azeN).

xX

Man beachte: Ist M C N, so ist M = N nicht ausgeschlossen.’
Sind M = {z|A(z)}, N = {z|B(z)}, so ist aufgrund obiger Definition
M =N & \(A®@) & B(), M c N & \(A(x) = B(z))
Eine Menge, die kein Element enthélt, heifit leere Menge und wird mit () bezeichnet.
Z.B.

{z|AN-A},
{x | zreelle Zahl und 2% + 1 = 0},

6Dies ist in der Literatur nicht einheitlich: Bisweilen wird ,,C“ statt ,C“ benutzt, und ,C* hat dann die
Bedeutung von echt enthalten, wofiir wir dann ,,g“ benutzen.

SRS
Il
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Es gibt nur eine leere Menge. Denn seien @, ()’ leere Mengen, dann gilt fiirallez : 2z € 0 & 2 € @,
da ja sowohl x € ) als auch x € @ fiir jedes z falsch ist, also

Needezecl) ,dh 0 =0 .

x
Aufgabe 1.7
Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch?
Dc{0y, 0e{0}, 0e{0}, {Dyud={0,0}, 0.

Seien M, N Mengen, dann sind ebenfalls Mengen (was z.T. bewiesen werden kann, z.T. verein-
bart ist):

MNON = {z|zeMAzeN} (Durchschnitt)
MUN := {z|zeMVzeN} (Vereinigung)
M\N = {z|zeMAz¢N} (Differenz)
PM) = {x|]xzcC M} (Potenzmenge).
Das dabei benutzte Zeichen ,,:=“ ist die definitorische Gleichheit. In Analogie zur definitorischen

Aquivalenz (s. p. 6) steht der Doppelpunkt auf der Seite des Gleichheitszeichens, auf der ein
neuer Name oder ein Symbol fiir eine Menge vereinbart wird. Das Kennzeichnen definitorischer
Gleichheiten ist von nicht zu unterschéiitzender Wichtigkeit. Oft wird das Verstehen mathema-
tischer oder physikalischer Literatur dadurch erschwert oder gar unméglich gemacht, dafl nicht
erkennbar ist, was durch was definiert ist, oder gar, ob es sich um eine Definition oder eine
Aussage handelt (hier die Gleichheit zweier, eventuell frither eingefithrter Mengen).

Sind M, N, L Mengen, dann gilt, wie man einfach nachweist:

MNN = NNM o
MUN - NUM (Kommutativitit)
(MANN)NL = Mn(NNL) o
(MUN)UL = MU(NUL) (Assoziativitit)
MN(NUL) = (MAN)U(MNL) A
MU(NNL) = (MUN)Nn(MUL) (Distributivitdt)

Ist M Menge, so bezeichne fiir jede Teilmenge N C M
CuN = M\N
das Komplement von N beziiglich M. Fiir zwei Teilmengen N, L C M gilt dann

C}w(NﬂL) = CyNUCyML

Cru(NUL) = CuNNCuL (de Morgan’sche Regeln).

(Wenn klar ist, welche ,,Obermenge* M gemeint ist, schreibt man CN statt CpsN.)
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Sind aq, - -+ ,a, endlich viele Objekte, so bezeichne {a;,as, - ,a,} diejenige Menge, die genau
ai,as, - ,a, als Elemente enthilt, also

{a1,--+,an} = {zlz=ayVax=aV---Vx=a,}.
Aufgabe 1.8

(1)  Sei M eine Menge, und seien K, L Teilmengen von M.
Man zeige, daBl folgende Aussagen dquivalent sind:

i) KcCL
(i) KNL=K
(i) KUL=L
(iv) CumLCCuK
(2)  Warum geniigt es, in (1)
(i) = (ii) = (iii) = (iv) = (i)
zu beweisen (im Sinn von (i) = (ii) und (ii) = (iii) usw.) ?
Aufgabe 1.9

Man zeige:

Fiir zwei Mengen M, N ist i.a. P(M U N) # P(M) U P(N) (i.a. (= im allgemeinen) bedeutet
dabei: es gibt zwar Mengen M, N bei denen die Gleichheit oben richtig ist, aber eben auch solche,
bei denen die Ungleichheit gilt.

Bemerkung

Sei M eine Menge und im folgenden bei Aussageformen stets ,A x € M*“ zu ergénzen. K, L, N
seien Teilmengen von M, also Elemente von P(M), und gelte

K = {z[K(@)}, L = {z[L(x)}, N = {z[N(=)}
mit geeigneten Pradikaten K( ), L( ),N() .

Es lassen sich dann alle Durchschnitts-, Vereinigungs- und Komplementbildungen, Teilmengen
und Gleichheitsaussagen in die Junktoren- und Aussageformsprache ,iibersetzen“ mittels fol-
gender Tabelle:

K L N N U C C = [}
K(x) L(z) N(z) A v - = PN AN-A

Die entsprechend entstandene Aussageform, versehen mit /\, hat dann die gleiche Bedeutung

x
wie die in der ,Mengensprache“ erzeugte Zeichenreihe, also z.B.

KclL & /\(K(:L') = L(x)) 7

x

(KNL)c (KUL) /\((K(w)/\L(m)) = (K(x)\/L(w)) ,

KNCk=0 < /\((K(x)/\ﬁK(x)) & (A/\ﬁA)> .



18 1. Einiges tiber Logik

Wollen wir in Allaussagen /\ A(z) und Existenzaussagen \/ A(z) nicht alle x zur Konkurrenz

zulassen, sondern nur x aus elner Menge M, so sind folgende Schreibweisen iiblich:

/\(x EM = Az) \/(a: EM AN Az)
A A@) V A)
A(x) (x e M) A(x) (x € M geeignet) .

Man beachte, daf} in der ersten Zeile einmal ,=“ und einmal ,A* steht. Damit zeigt man dann,
daf

= N\ A@) dq \/ -A(2)

zeM zeM

gilt (vgl. p. 10). Wir werden im folgenden All- und Existenzaussagen meist in der letzten der
obigen Darstellungen formulieren.





