Noch einmal zu den Grundlagen:
Algebra und Geometrie

In diesem Kapitel...
Operationen an Briichen
Die elementare Algebra aufpolieren

Die Geometrie ins Lot bringen

’ ch weif3, ich weif3. Dies ist ein Arbeitsbuch zur Analysis, was soll also dieser ganze Auf-
stand von wegen Algebra und Geometrie? Keine Sorge, ich werde nicht allzu viele kostba-
re Seiten mit Algebra und Geometrie vergeuden, aber diese Themen sind ziemlich wichtig
fur die Analysis. Ohne Algebra konnen Sie keine Analysis betreiben — Sie konnen ja schlief3-
lich ohne Franzosischkenntnisse auch keine franzosischen Gedichte schreiben. Und Elemen-
targeometrie (ohne geometrische Beweise!) ist deswegen so entscheidend, weil es bei der
Analysis haufig um praktische Probleme mit Winkeln, Steigungen, Formen usw. geht. In
diesem Kapitel — und in Kapitel 2, wo es um Funktionen und Trigonometrie gehen wird —
stelle ich Thnen deshalb ein paar schnelllosbare Aufgaben, so dass Sie Ihr Wissen wieder
auffrischen konnen. Falls Sie all dies bereits aus dem Effeff beherrschen, blittern Sie weiter
zu Kapitel 3.

Falls Sie bei ein paar Fragen daneben liegen und nicht genau wissen, warum,
dann lesen Sie in Ihren alten Lehrbiichern nach oder sehen Sie sich den grof3-
artigen Uberblick iiber die Voraussetzungen der Analysis in Analysis fiir
Dummies an. Es ist wirklich wichtig, diese Grundlagen standig parat zu haben.

Der Frust mit den Briichen

Viele Schiiler hassen Briiche. Vielleicht hat ihnen das Konzept nicht gleich zu Beginn einge-
leuchtet, und mit jedem weiteren Mathe-Kurs ist der Umgang mit Briichen dann immer
frustrierender fiir sie geworden.

Aber ohne ein Verstandnis fiir Briiche werden Sie die Analysis nicht verstehen. Die Definiti-
on der Ableitung selbst beispielsweise basiert auf einem Bruch, der als Differenzquotient

bezeichnet wird. Und dartiber hinaus ist auch das Symbol fiir die Ableitung,g—y, ein Bruch.
Ix

Wenn Sie also nicht mehr ganz fit beim Thema Briiche sind, sollten Sie sich schnell an die
folgenden Aufgaben machen!
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Beispiel Lisun
\“O\Q}/ p " m q
4 1. Losen Sie a.c 1. 2 Fir die Multiplikation
) . h b
von Briichen multiplizieren Sie den Nen-
ner mit dem Nenner und den Zahler mit
dem Zahler. Hier wird nicht kreuzmultipli-
ziert!
. . a ¢ a ¢ ad ad
2. Losen Sie —+—. 2. —+—=—-—=—/Um durch einen
b d b d b c be e
Bruch zu dividieren, bilden Sie den Kehr-
bruch des Bruchs und multiplizieren da-
mit.
Aufgabe 1 Aufgabe 2
. .5
Losen Sie 0 =7 Losen Sie i =7
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Aufgabe 3

Ist M gleich M? Warum oder warum
3a+c a+c

nicht?

Aufgabe 5

Ist 4_ab gleich Q? Warum oder warum
4dac ac

nicht?

Aufgabe 4
Ist 3a+b gleich b ? Warum oder warum
3a+ c

nicht?

Aufgabe 6

Ist @ gleich 2? Warum oder warum
dac c

nicht?
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Algebraisches Allgemeinwissen: Was lhnen bei jeder Miss-
Wahl abverlangt wird...

Dieser Abschnitt bietet einen kurzen Uberblick tiber Grundlagen der Algebra, wie etwa Fak-
toren, Potenzen und Wurzeln, Logarithmen und Quadrate. An diesen Grundlagen fiihrt kein
Weg vorbei!

Beispiel f @..vs) Lisung

1. Faktorisieren Sie 9x* — °.

1L 9x' -y’ =(347 —y3) x (3,1:2 +y3).
Dies ist ein Beispiel fiir das allerwichtigste

Faktorisierungsmuster:
a?—-b%2=(a->b)(a+b).

Merken Sie sich das!
2
2. Schreiben Sie x*° ohne Bruchpotenz. 2. ¥x2=(%/x) . Vergessen Sie nicht, wie

Bruchpotenzen funktionieren!

Aufgabe 7 Aufgabe 8

Schreiben Sie x~° ohne negative Potenz. Ist (abc)" dasselbe wie a*b*c*? Warum oder
warum nicht?

28



1 > Noch einmal zu den Grundlagen: Algebra und Geometrie

Aufgabe 9

Ist (a+b+c)* dasselbe wie a* +b* +¢*?
Warum oder warum nicht?

Aufgabe 11

Ist /a?+b? dasselbe wie a + b? Warum
oder warum nicht?

Aufgabe 10

Schreiben Sie 3/4/x unter Verwendung
eines einzigen Wurzelzeichens.

Aufgabe 12

Schreiben Sie log, b = ¢ als Exponential-
gleichung.
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Aufgabe 13 Aufgabe 14

Schreiben Sie log,. a—log, b als einen ein- Schreiben Sie log 5+1og 200 als einen ein-
zigen Logarithmus. zigen Logarithmus und l6sen Sie ihn auf.
Aufgabe 15 Aufgabe 16

Losen Sie 5x%=3x+8 unter Verwendung Losen Sie |3x+2|>14.

der Quadratformel nach x auf.
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Geometrie: Wer soll das je brauchen?

Mit Hilfe der Analysis konnen Sie Probleme aus dem téaglichen Leben 16sen, bei denen es um
Oberflichen, Volumen und Formen geht. Beispielsweise konnen Sie das Volumen einer zy-
linderformigen Suppendose so grofd wie moglich machen oder die Belastung an einem in
parabolischer Form hidngenden Kabel bestimmen. Sie sollten deshalb die grundlegenden
geometrischen Formeln fiir Lange, Fliche und Volumen kennen. Auferdem bendétigen Sie
die wichtigsten Kenntnisse {iber Dinge wie etwa den Satz von Pythagoras, proportionale
Formen und grundlegende Koordinatengeometrie, wie etwa die Distanzformel.

Beispiel s Lisung
1. Wie grof3 ist die Fliche des ‘i J39
abgebildeten Dreiecks? L o
Fliche,,,,. = %Grundlz'nz’e - Hohe
X \3 1
-1 B3
I— :—\/@
Vi3 2

2. Wie lang ist die Hypotenuse des Drei- 2. x=4

ecks aus dem vorigen Beispiel?
a’+b?=c?

x?=a?+b?

22 =13 3
x?2=13+3
x2=16

x=4
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Aufgabe 17

Tragen Sie die zwei fehlenden Langen fiir
die Seiten des Dreiecks in der folgenden
Abbildung ein.

30° n

Aufgabe 19

Bestimmen Sie die Lingen der Seiten ohne
Liangenangabe des nachfolgend abgebilde-
ten Dreiecks.

32

Aufgabe 18

Wie lang sind die beiden Seiten ohne Lan-
genangabe in dem nachfolgend abgebilde-
ten Dreieck?

607

Aufgabe 20

1. Wie grof3 ist die Gesamtfliche des Fiinf-
ecks in der folgenden Abbildung?

2. Wie grof3 ist der Umfang?

N 60

~_ | 60°
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Aufgabe 21 Aufgabe 22
Berechnen Sie die Flache des nachfolgend Welche Steigung hat PQ ?
gezeigten Parallelogramms.
y
4 (cd), 4
45°
10
p a,b)
X

Aufgabe 23 Aufgabe 24
Wie lang ist die Strecke zwischen P und Q Wie lauten die Koordinaten des Mittel-
in der Abbildung zu Frage 22? punkts von PQ in der Abbildung zu Frage

22?
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Lisungen fiir diesen einfachen Elementarkram

1. Losen Sie % =?. 3 ist nicht definiert. Verwechseln Sie das nicht mit etwas wie %, was

gleich 0 ist. Wenn Sie sich diese beiden Briiche in Form einer Steigung ( l[:]dngee ) vorstel-
len, hat % eine Hohe von 5 und eine Ldnge von 0, wodurch Sie eine vertikale Gerade erx-
halten, die eine unendliche Steilheit oder Steigung aufweist (und deshalb eben nicht de-
finiert ist). Oder denken Sie einfach daran, dass es unmoglich ist, auf einer vertikalen
Strafde zu fahren, und ebenso unmdglich, eine Steigung fiir eine vertikale Gerade an-
zugeben. Der Bruch % dagegen hat eine HoAe von 0 und eine Ldnge von 8, womit Sie
eine horizontale Gerade haben, die Giberhaupt keine Steilheit hat und damit eine ganz
gewohnliche Steigung von Null aufweist. Natiirlich ist es auch vollig alltaglich auf einer
horizontalen StraRe zu fahren.
0

2. 10° 0. (Siehe Losung Aufgabe 1.)

Sa+b dasselbe wie a+b

3a+c a+c

Es ist nicht moglich, in einem Bruch zu kiirzen, wenn nicht im gesamten
Nenner eine ununterbrochene Multiplikationskette vorliegt, ebenso wie im

3. Ist

? Nein. Die 3 kann nicht gekiirzt werden.

Zahler.

3a+b
3a+c

4, Ist gleich 2? Nein. 3a kann nicht gekiirzt werden. (Siehe obige Warnung.)
c

5. Ist iib gleich a_b? Ja. Sie konnen 4 kiirzen, weil der ganze Zahler und der ganze Nen-
ac ac

ner aus Multiplikationsketten bestehen.

6. Ist 4;'1) gleich é? Ja. Sie konnen 4a kiirzen.
4ac c

7. Schreiben Sie x~ ohne negative Potenz. is
x

8. Ist (abc)* gleicha’d*c® ? Ja. Exponenten verteilen sich iber die Multiplikation.

9. Ist (@+b+c)* gleicha’d’c*? Nein! Exponenten verteilen sich nicht iiber Addition (oder
Subtraktion).
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10.

11.

12.

13.

14.

1 > Noch einmal zu den Grundlagen: Algebra und Geometrie

Wenn Sie an einer Aufgabe arbeiten und sich nicht mehr an die algebraische
Regel erinnern, probieren Sie, die Aufgabe mit Zahlen statt mit Variablen zu
berechnen. Ersetzen Sie die Variablen durch einfache, gerade Zahlen und be-
rechnen Sie die numerische Aufgabe. (Verwenden Sie aber nicht 0, 1 oder 2,
weil diese Zahlen spezielle Eigenschaften aufweisen, die Ihr ganzes Beispiel
zunichte machen konnten.) Was fiir Zahlen funktioniert, funktioniert auch fiir
Variablen, und was fiir Zahlen nicht funktioniert, funktioniert auch nicht fiir
Variablen. Beachten Sie, was passiert, wenn Sie das obige Beispiel unter Ver-
wendung von Zahlen ausprobieren:

(B+4+6)'=3"+4"+6"
13*=81+256 +1296
28561 = 1633

Schreiben Sie 3/4/x unter Verwendung eines einzigen Wurzelzeichens. 3/4/x =%/x.

Ist va?+b? gleich a + b? Nein! Die Erklarung ist im Grunde genommen dieselbe wie
fir Aufgabe 9. Uberlegen Sie folgendes: Wenn Sie die Wurzel zu einer Potenz machen,

erhalten Sie~/a?+ b2 = (a?+b2)"? . Weil Sie aber die Potenz nicht verteilen kénnen, ist
(@2+ 02" = (@)™ +(b2)"? oder a + b, und damit istva2+b2 =a+b.

Schreiben Sie log, b = ¢ als Exponentialgleichung. a° = b.
Schreiben Sie log,a—log,. b als einen einzigen Logarithmus. log, %.

Schreiben Sie log 5 + log 200 mit einem einzigen Logarithmus und l6sen Sie dann.
log 5+10g 200 =log (5-200) =10g 1000 =3 .

Wenn Sie »log« ohne Basiszahl sehen, ist die Basis 10 gemeint.

15.

Losen Sie 5x2 = 3x +8 unter Verwendung der Quadratformel nach x auf. x = 8 oder —1.
Fangen Sie damit an, 5x2 = 3x + 8 umzuformen in 5x2—3x -8 =0, weil auf einer Seite

der Gleichung eine Null stehen sollte.

—b+£/b%-4ac
2

Die Quadratformel besagt, dass x = . Wenn Sie 5 fiir a, -3 fiir » und -8

a
(=3) £4/(=3)? - 4(5)(-8) _ 3£49+160 _ 3£13 :E
2 10

fiir ¢ einsetzen, erhalten Sie x =—
-5 10 10

oder _—10, also ist x =§ oder —1.
10 5
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16. Losen Sie|3x+2|>14.x<—?ux>4.

a. Wandeln Sie die Ungleichung in eine Gleichung um: |3x +2|=14.

b. Losen Sie die Betragsgleichung.

3x+2=14 x+2=-14
3x =12 oder 3x =-16
x=4 __E

3

c. Stellen Sie beide Losungen auf einem Zahlenstrahl dar (siehe folgende Abbildung).
(Fiir > und < sind hier kleine Kreise dargestellt; waren > oder < in der Aufgabenstel-
lung vorgekommen, wiirde die Darstellung ausgefiillte Punkte verwenden.)

16 4
3

d. Probieren Sie jeweils eine Zahl aus jedem der drei Bereiche auf dem Zahlenstrahl in
der urspriinglichen Ungleichung aus.

Hier verwenden wir -10, 0 und 10.

13.(=10)+ | 214

|28 |14

28;14

Das ist richtig, Sie konnen also den linken Bereich markieren.
13-(0)+| 2514

2;14

Das ist falsch, der mittlere Bereich darf also nicht markiert werden.
13-(10) + [ 2514

132|514

32;14

Das ist richtig, Sie konnen also den Bereich auf der rechten Seite markieren. Die
folgende Abbildung zeigt das Ergebnis. x kann eine beliebige Zahl aus den Bereichen
sein, die in der Abbildung markiert sind. Und so lautet Thre Losung:

-16 4
3
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e. Wenn Sie Wert darauf legen, konnen Sie diese Losung auch in Symbolschreibweise
darstellen.

Weil x eine Zahl aus dem linken Bereich oder eine Zahl aus dem rechten Bereich
sein kann, ist dies eine oder-Losung, d.h. eine Vereinigung (U). Wenn Sie alles aus
beiden Bereichen auf dem Zahlenstrahl einbeziehen wollen, driicken Sie dies als die
Vereinigung der beiden Bereiche aus. Die Losung in Symboldarstellung lautet also:

x<—Eux>4
3

Wire nur der mittlere Bereich markiert, hitten Sie eine und-Losung oder eine
Schnittmenge (n). Wenn Sie nur den Bereich auf dem Zahlenstrahl wollen, wo sich
die beiden Bereiche tiberlappen, verwenden Sie die Schnittmenge der beiden Berei-
che. Unter Verwendung der obigen Beispielpunkte auf dem Zahlenstrahl wiirden Sie
die Losung fiir den mittleren Bereich wie folgt ausdriicken:

x>—? und x <4 oder

x>—?mx<4 oder

16

—-—<x<4.
3

Welche Darstellung man wahlt, ist letztlich Geschmacksfrage.

Denken Sie in Bezug auf die Betragswerte unbedingt daran, dass +/x2 = | x|
ist. \/x2 istnicht gleich +x.

17. Tragen Sie die beiden fehlenden Seitenlingen fiir das Dreieck ein. @ = 5 und 5 =53 .
Dies ist ein 30°-60°-90°-Dreieck. Alles klar?

18.Tragen Sie die beiden fehlenden Seitenldngen fiir das Dreieck ein.

8 der 3V3
J3 3
16

a=

163

oder ——

J3 3
Noch ein 30°-60°-90°-Dreieck!

b=

19. Tragen Sie die beiden fehlenden Seitenlingen fiir das Dreieck ein. a = 6 und b =62 .
Kennen Sie sich aus mit 45°-45°-90°-Dreiecken ?

253

20. 1. Wie grof ist die Fliche des Fiinfecks? 50 + 3
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21.

22.

23.
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Das Quadrat ist 10 mal grof3 (weil ein halbes Quadrat ein 45°-45°-90°-Dreieck

s

ist), seine Flache ist also 10 10 _100 =50. Das gleichseitige Dreieck hat eine Ba-

222

sis von % oder 52, seine Hohe ist also ¥ (weil die Halfte eines gleichseitigen

Dreiecks ein 30°-60°-90°-Dreieck ist). Die Fliche des Dreiecks ist also

(5()[ x/_J 2512 _50y3 253

= = Die Gesamtfliche betrdgt also
4 4 2

2. Wie groR ist der Umfang? Die Losung lautet 25+/2 .

Die Seiten des Quadrats sind B oder 5v2 , ebenso wie die Seiten des gleichseiti-
gen Dreiecks. V2

Das Fiinfeck hat fiinf Seiten, der Umfang betrigt also 5-5+/2 oder 25+/2 .

Berechnen Sie die Fliche des Parallelogramms. Die Losung lautet 20+/2 .

Die Hohe ist i oder 2\/5, weil die Hohe einer der Schenkel eines 45°-45°-90°-

V2

Dreiecks ist, dessen Basis 10 ist. Weil die Flache eines Parallelogramms gleich der Basis
multipliziert mit der Hohe ist, ist die Fliche 10-2+/2 oder 20+/2.

Welche Steigung hat PQ? d_b. Sie wissen, dass Steigung = — e ist, also V=4
c—-a Ldnge Xy — X,

Wie weit ist P von Q entfernt? \/(c- a)2 +(d- b)2 .

Merken Sie sich, dass Abstand = \/(xz —x ) +(y,-u) ist.

24,

Wie lauten die Koordinaten des Mittelpunkts von PQ? (a;c’b;dj Der Mittelpunkt

eines Segments ist gegeben durch den Mittelwert aus den beiden x-Koordinaten und
den Mittelwert aus den beiden y-Koordinaten.
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